CORRECTION DU DEVOIR MAISON N°8

1. a) def NbDiff(L):
X=[ ]
for 1 in L:
if 1 not in X:
X.append (1)
return len(X)

b) from random import randint

def Z(N,k):
return NbDiff ([randint(1,N) for _ in range(k)])

c) def espZ(N,k):
L=[Z(N,k) for _ in range(1000)]
return sum(L)/1000

import matplotlib.pyplot as mp
X=[i for i in range(1,51)]
Y1=[espZ(10,x) for x in X]
Y2=[espZ(x,10) for x in X]
Y3=[espZ(x,x) for x in X]
mp.plot(X,Y1,%0?)
mp.plot(X,Y2,%s?)
mp.plot(X,Y3, %)

mp . show ()
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On remarque que dans les deux premiers cas on a convergence vers une valeur proche de 10 et dans le
derniére cas 'espérance semble diverger vers 400 et étre proportionnelle & N.

2. Zj est la variable certaine égale a 1 (avec 1 tirage on a 1 numéro « distinct »). Donc E(Z;) = 1.
N

1 :
Z5(Q) ={1;2} et P(Zy =1) = P(X; = X»y) = ZP([Xl =klN[Xy =k]) =N x N2 car les tirages sont
k=1
indépendants.
1 1
Donc P(Z; =1) = N et P(Zy=2)=1-— N
o 1 1 1
On en déduit que E(Z2) =1 x N +2x <1_N> =2— N

3. a) De méme que pour Zs, I’événement [Z; = 1] signifie que tous les numéros tirés étaient les mémes. On
a donc, par indépendance des tirages :
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L’événement [Z) = k| signifie qu’on a obtenu que des numéros différents au cours des k premiers tirages.
Ceci est évidemment impossible si k& > N.

, N-1 N-2 N - (k-1 N

Sik<N,onaP(Z,=k)=1x N X T X X ~ :(N—k:)!N’f'

b) Les événements ([Zp = i]);cp;n] forment un systéme complet d’événements. D’aprés la formule des
probabilités totales :

N
P(Zpp1=1) = Z P(Zy, = i)Pz—i)(Zgy1 = 0).

=1

On peut alors remarquer que a ’'étape k41 on a soit le méme nombre de numéros distincts qu’a I'étape
précédente soit 1 numéro distinct de plus.
N—-(£-1)

l
OI' P[Zk:q(ZkH—l = 6) = N et P[ZkZK—l}(Zk-f—l = 6) = N

Donc, pour £ > 2

(pour £ > 2).

P(Zi11 =14) = P(Zk = )Pz —)(Zis1 = ) + P(Zp = £ = 1) Pz, —g-1)(Zj1 = 0)
14 N-—-/(+1

= SP(Z =)+ ——

~ P(Z, =0—1).

On peut remarquer que la formule fonctionne encore pour ¢ =1 car P(Z, =1 —1) = 0.

¢) On a, par définition de I’espérance :

M) =

E(Zyy1) =) (P(Zgi1=1)
=1
N N
2 N — e +1
:ZN (Zi, = 0) + Z ———P(Zy=1—1)
=1 =1
N N
£2 N — e +1
=> ~P Z — —— P(Zy=10-1)
=1
N N-1
0?2 N —/
:ZNP(Z’CZEH' (+1) x N P(Z, =1)
=1 =1
N N
0 N+ (N —1)¢—¢
:ZNP(Z’CZEH'ZX ~ P(Z, =0)
=1 =1
on a ajouté 0 dans la deuxiéme somme
N
=S Pz, = n+ 2t ZEP
(=1
N —
=1 —E Z1).
+——E(Z)
. N -1 :
4. Montrons par récurrence que la propriété Z(k) : E(Zy) = N <1 — <T> > est vraie pour tout k > 1

N —-1\" 1
Pourk:zl,onaN(l—(T) )szﬁzle(Zl).

(1) est bien vérifiée.
Soit k > 1 fixé. Supposons & (k) vraie.
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D’aprés la question précédente :

k
E(Zkﬂ):NA_flxN(l—(%) >+1

Ainsi Z(k + 1) est bien vérifiée.
D’apres le principe de récurrence, la propriété est vérifiée pour tout k > 1.
On aurait aussi pu utiliser la méthode des suites arithmético-géométriques.

N —1\* N -1
5. a) Soit N fixé. On a alors lim (T) =0car —1< < 1. Donc E(Z;) ~ N.

k—+o0 N k—+o0
: N -1 g kln(1-1/N
b) Soit k fixé. Onaalors lim |—— | = lim e n(1=1/N) — 1. On est face a une forme indéterminée.
N—+o00 N—+o00

Mais on peut remarquer que :

N —1\* 1
1— (1= —1- kIn(1—1/N) ~ k1 1— —
( N > ¢ N—+00 " N

L
N—o+oo N

N—1\*
Done N [1— (22— ~ k.
one ( ( N >>Nﬁ+wk

¢) En reprenant I’écriture exponentielle comme dans la question précédente on a

N
1 _ (%) — 1 _ eNln(lfl/N) - 1 _ e*l’

donc E(Zy) N N(1—eb).
—400
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Facultatif : la métaphore de la cantine (ENS).

1.

a) L’événement [K,1 = 1] signifie que les n + 1 convives ont choisi la méme table.

Notons Y; la VAR égale au numéro de la table choisie par le i®™¢ convive. On a :

+oo
11 =PKpn=1) =P M =402 =41N...0[Yos1 =]
j=1

+oo
:ZP([lej]m[Yz:j]ﬂ---ﬂ[YnH:j])

union d’événements disjoints

+o0o
=Y P(Y1=j) x Py,—jj(Ya = ) X ... X Py,—jjn..avu=3) (Yas1 = j)
=1

formule des probabilités composées

= 1 2 n
= PY: “ o
; WM=3) X5 % 535 *nxea

n! = '
(1+9)(2+9)...(n+9);P<H =)

n!
1+6)(240)...(n+6)
([Y1 = j])jen+ systéme complet d’événements

n!
ML 0 0)(2+6).. . (nt0)
b) Soit i € [2;n]. Comme K,(Q2) = [1;n], ([Kn = j])je[i;n] est un systéme complet d’événements. D’apreés
la formule des probabilités totales

On a donc bien

n

P(Kn1=1) =Y _ P(Kn=j)Py,—;(Kns1 =1).
j=1

Orsij & {i—1;i}, Pg,—j(Knt1 =) = 0 car il n’y a qu'un seul convive qui arrive en plus entre 1'étape
netn-+ 1.
De plus, Pig,—ij(Kny1 = 1) =

iy ici le (n 4 1)®™e convive a choisi l'une des tables déja occupé et
n

Pig—ic1)(Kpi1 = 1) = car ici le (n + 1)®™¢ convive a choisi une nouvelle table.

n
Donc
. n ) 0 )
’ ’ n
En résumé, | gni1,; = L L + it
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2. a) Soit n € N*.
n+1

n+1 g QnJrl i
n+1 n+1

ZQn+11X+ Zan Zan 1X

n+1

n n - 0 1 . .
= ——n1 X + —— Z qniX"'+ —— an,jX]+ question l.a)et j =i —1
n+0 n+9l_:2 n—i—&j:l

n n 0
= P X"y ——XP
nt 0 n + _|_9an+1 +’I’L—{—9 n
n+ 60X

= g In car qppy1 = 0.

n—i—GXP
n+6

b) A l'aide d’une récurrence rapide, on peut montrer que

Ainsi | P11 =

n—14+60X n—-2+4+60X 146X
P, = X X...Xx —P;.
n—1486 n—2+40 1+46
Comme P; = ¢;,1X = X on a donc
n—1 n—1
[]G+6x) []G+6x)
p _ i=l % X — i=0 _ L (0X)
" n—1 n—1 L,(0)
[1G+9) [1G+9)
i=1 i=0
L,(60X
On a bien | P, = Li(@))
3. a) K, est une VAR finie car K, () = [1;n]. Par définition E(K, ZZP
De plus, P, = ZP ) X iX~! donc P (1 ZZP K, =

Ainsi, |E(K,) = PT'L( ).
Notons h la fonction z — In(P,(z)). Comme les g, ; sont des probabilités ce sont des réels positifs (au
moins 'un d’entre eux n’est pas nul), la fonction est donc définie au moins sur R

D’aprés la question 2.b), pour tout x € RT*, h(x) = Z In(0z + i) — In(L,,(0)).

Po(z) 0z + i
n—1 9 n—1 9
On en déduit que P, (1) = P,(1) x <Z ) = -, car P,(1) =1
0+ 0+
n—1 9
En conclusion |E(K,) = ; P

n n

Pl(1) = i(i — Vgni = Y _i*P(Kp =i) — > iP(Ky = i) = B(K}) — E(K,).

i=1 i=1 i=1
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D’aprés la formule de Kcenig-Huygens,

V(Kn) = E(K7) - E(K,)? = P(1) + P(1) — (P (1)*

On a bien | V(K,) = P/(1) + P.(1) — (P.(1))?

On reprend notre fonction h de la question précédente et on a

, P'(z)P,(z) — (P\(z))? = 62
W () = (2)Pa(2) g (z)) :Ej_wx+nT
=0

(Pn(z))

Donc, en évaluant en = = 1, P/(1) — (P! (1))* = — Z

n—1
92
On en déduit que Z 0+ Z 0+ 1)2

4. a) Soit 7 € [1;n]. On note ¢; la VAR égale a 1 si le i*™¢ convive occupe une nouvelle table et 0 sinon.

La variable ¢; suit une loi de Bernoulli de paramétre d’aprés ’énoncé. Cela fonctionne bien

0
i—1+6
pouri =1 carey estla VAR certaine égale a1 ce qui correspond bien & une loi de Bernoulli de paramétre
1.

Les variables (£;)1<i<n sont indépendantes car I’énoncé précise que les choix successifs des convives se
font au hasard et ne dépendent donc pas des choix précédents.

Et enfin on a bien K, Z g; car Z g; correspond au nombres de convives qui ont choisi une nouvelle
=1 =1
table et donc au final on obtient bien le nombre de tables occupees

b) D’aprés la propriété de linéarité de I'espérance E(K. E E(g;).
O it E(ei) o
r on sait que )= —".
RS Y
n n—1
0 0
D E(K,) = — = :
one | E(Kx) ;¢—1+9 g +i

Les variables (g;)1<i<n étant indépendantes, par propriété de la variance

:ggvkﬁzzgi—1+e<l_i—1+a>'

_n—l 9 - 9
__p09+i 0+i)

5. a) Soit i € [1;n].
Pour tout z € [i — 1;1],

0 0 0
< < -
O0+i O+x O0+i—1

car # > 0 donc la fonction x — est décroissante sur [i — 1;1].

[
0+ x

Par croissance de I'intégrale on obtient que

/i f d</i f d</iLd@i</i b o9
i719+7: TS i,19—{—$ TS 2719—{—2—1 . 9+Z\ Z-,IH—{—x x\ﬂ—{—z—l

On peut réécrire cet encadrement, pour ¢ € [1;n — 1] sous la forme :

/i+1 i dz < 0 </i i dx
i O0+x T T O0+i o )0+
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En sommant pour ¢ allant de 1 & n — 1 on obtient :

n—1 i1 9 n—1 9 n—1 .; 9

Z/ 9+xdx<29+¢<z Y

i=1 i=1 %

dx relation de Chasles

b) D’apreés la question précédente
1+0(n@+n)—In(@+1)) <E(K,) <14+0(In(@+n—1)—1n(9)).
Pour n > 1, comme In(n) > 0, on en déduit que

1 9<ln(9+n)_ln(9+1)><E(Kn)< 1)+9<ln(9+n—1) ln(9)>.

In(n) In(n) In(n) ~ In(n) T In(n In(n) " In(n)

-1
On peut remarquer que In(6 +n) = In(n) + In <1 + %) et In(@ +n—1)=1In(n) +1n <1 + 0 >

n
1 1 -1
Done lim 20F™) _ g gy O ZD
n—+oo  In(n) n—-o00 In(n)

) 1 In(0+n) mI(@+1)\
On a done ngr-lr-loo In(n) +6 ( In(n) B In(n) =0

) 1 In(@+n—-1) In(6)) _
Et lim (n)+9< > =0.

n—+oo In In(n) In(n)
Par encadrement de limites, on a donc lim (Kn)
n—+oo In(n)

=1.

&=

= 0 et donc, étant donné que 0 # 0,

E(K,) ~ 6ln(n).

n—-—+o0o
n—1 92
6. O V(K,) -EK,) =— .
na V(Kn) B = =3
62 62 , . 1
Or ~ — et on sait que la série Z — est convergente.
1

55 . 5
(0 +1i)2 iotoo @ =

2

Donc, d’aprés le critére d’équivalence pour les séries & termes positifs, g est convergente.

(0 41i)?
On peut donc en déduire que la limite de V(K,,) — E(K,) est un réel, que nous pouvons noter £.
V(K. V(K V(K,) — E(K,
Cela nous permet donc de démontrer que nll)r}}oo EEKZ; =1 car EEKZ; —1= ( ?I:])(Kn)( n) — 0.
En conclusion, | V(K,) Mete E(Kp) et 01n(n)
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