CORRECTION DU DEVOIR MAISON N© 2

1. a) Soit y : x + ax? + bx + ¢ (avec (a,b,c) € R3, a # 0). y est bien dérivable sur R.
De plus, y est solution de (E) sur R™™ si, et seulement si :

a=1
Vo € R™, z(2ax +b)+ (. — D(az? +br +c)=2> =< b= -1
c=0

On en conclut que y, : ¥+ 2 —  est une solution de (E) sur RT*.

b) L’équation homogeéne associée a (E) est (H) : |z|y’ + (x — 1)y = 0.
1
Sur R™, comme = # 0, on a (H) <y + <1 - —> y = 0.
x

1
La fonction @ +— 1 — — est continue sur R™* et une primitive est z — x — In(z).
x

—Xx

Donc les solutions de (H) sont les fonctions telles qu’il existe A € R tel que yg(z) = e @) = \ze
D’aprés le théoréme de structure, les solutions de (E) sur R sont les fonctions telles qu'il existe A € R tel que :

Vo € R™,  y(x) =2 —x + dze ™.

6
2. a)yp:z— x? + 3x 4 6 + — est dérivable sur R™* par somme et :
x

6 6
Ve e R™", —zy,(z) + (x — 1)yp(z) = —x (23@ +3 - ﬁ) +(x—1) (acQ + 3246+ 5)

:—2z273x+§+z3—z2+3x2
T

73z+6z76+675

:SCB.

Donc cette fonction est bien une solution particuliére de (E) sur R™™.

1
b) Sur R™*, I’équation homogene associée est équivalente a y' + (—1 + ;) y=0.

1
La fonction  — —1+— est continue sur R™* et une primitive est « — —xz+In(|z|), donc les solutions de I’équation
x

X
homogeéne sont les fonctions telles qu’il existe p € R tel que y(z) = pet Izl — _&
x
Donc, d’aprés le théoréme de structure, les solutions de (E) sur R™* sont les fonctions telles qu’il existe p € R tel
que :
6 — pe”
Ve e R™*, y(x)=2%+3x+6+ re
x
3. a) (i) f estsolution de (E) sur R™ et sur R™* donc il existe \ et p tels que :
z? — x4 \xe™® siz>0
f xTr) = 6 — ue® . .
(@) 2 43246+ o siz <0
x
(ii) Comme f est supposée dérivable sur R, f est continue sur R.
De plus lim z? — 2z + \ze ™ =0 et :
z—0t
6 . —oo sipu<6 5 _q
— ue % —
lim z° + 32 +6 + o sipu==6 (car - 1)
rz—0~ X . xT x—0
400 sipu>6

Donc, comme f doit étre continue en 0, on a forcément p = 6 et donc

22—z + dxe™® siz>0
22 4+32+6+6 — six <0
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— f(0 — f(0
(iii) Pourx>0,M:zfl+)\e_z donc lim / ):)\71.
z—0 z—0F z—0
— 1 —e® 2
Pour z < 0, f(x)i(j;(()) ::E+3+6H726. Orz+lfemzf%+o(z2).
— T
Donc lim M =3-3=0.
rz—0— z—0
Or on a supposé au début de cette question que f est dérivable sur R et en particulier en 0. On doit donc
avoir lim M = lim M, et donc on a forcément A = 1.
z—0t z—0 z—0~ z—0

En conclusion, s’il existe une fonction f définie et dérivable sur R telle que :
Vz € R, |z|f'(z) + (z — 1) f(z) = 2?,

2 x

T°—x+xe” siz >0
alors nécessairement f(z) = ¢ 0 . siz=0
22 +3r+6+6 % siz<0
x
b) Par construction, la fonction f définie par :
z® — 1z +ae” siz >0
=10 siz=0
)= )
f(z) i e
z°+3x+6+6 siz <0

est dérivable sur R (dérivable sur R™* et R™* d’aprés les théoréme généraux et dérivable en 0 d’aprés les calculs
de la question 3.a)(iii)).

20 — 1 —xze ™ * +e " sixz>0
De plus, f'(z) = {0 1w 1 siz=0
— 2)e® —
230—1—3—}—672 siz <0
T

Donc :

— Pourz > 0: af'(z) + (x — 1) f(x) =22% —x — 2% "+ axe ™ + (z —1)(2? —x +2e ") = 2°.
Autre méthode : sur R™, f est de la forme des solutions données a la question 1.b) donc, pour = > 0,
zof (x) + (x — 1) f(x) = 2.

— Pour 2 = : 0f'(0) + (0 — 1) f(0) = 0 = 0°.

— Powrz <0 —of/(@) + (2~ 1)f(@) = 20 — 30 6L 1

1_ x
+(z-1) <x2+3x+6+6 xe >x3.

Autre méthode : sur R™", f est de la forme des solutions données a la question 2.b) donc, pour z < 0,
of (x) + (x — 1) f(x) = 2.

La fonction f satisfait bien au probléme donné.
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