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Début de I’épreuve

L’épreuve est composée de quatre parties. Les trois premiéres parties peuvent étre traitées de
maniere indépendante. Dans chaque partie, on pourra admettre le résultat d’une question pour
continuer le sujet.

Il est demandé de veiller au soin de la présentation, ainsi qu’a la rigueur et a la concision
des raisonnements.

Partie I

Le but de cette partie est de donner une approximation de I'intégrale d’une fonction f de
classe C3 sur un intervalle fini [a, b], ol a et b sont deux réels tels que a < b. On commence par
s’'intéresser au cas de polynomes de degré 2.

1. Dans cette question, on étudie les polynémes suivants :
Py(X)=2X?-3X +1, PI(X)=2X? - X, et P,(X) =4X —4X?2.

1.a. Donner les racines de ces trois polynomes et les valeurs de fol P;(z)dx, pour i € {0;1;2}.

1.b. Montrer que pour tout polynome () de degré inférieur ou égal a 2 et pour tout x € R, on
a

Q(z) = Q0)Po(z) + Q1) Pi(x) + Q(1/2) Py(x).

En déduire que

/01 Qz)dr = é [Q(0) + Q(1) +4Q(1/2)].

Dans la suite du probléme, on choisit deux réels ¢ et d dans [a, b] tels que ¢ < d.

2. On considére P un polynoéme de degré inférieur ou égal a 2. En utilisant le changement de
variable y = (d — ¢)z + ¢, calculer

/CdP(y)dy _ @ [P(c) + P(d) + 4P (C ! d)] |

3. Soit g une fonction de C! sur [a, b]. Montrer qu’il existe une constante M > 0 telle que pour
tous z,y € [a, b],
l9(z) — 9(y)] < M|z —y].

Dans la fin de cette partie, on fixe f une fonction de classe C* sur [a, b].

4. Dans cette question, on se propose d’étudier la différence

/cdf(y)dy _d-9 [f(c) T+ f(d) +4f (” d)] .
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Pour cela, on pose, pour tout h € [0,d — |,

o= [ san- 20+ stex i+ 4y (e+ )]



4.a. Justifier que ¢ est une fonction de classe C? sur [0,d — c] et calculer ses dérivées jusqu’a
I’ordre 3.

4.b. Montrer qu’il existe une constante M indépendante de c et d telle que, pour tout h €
[0,d — ],
|6® (h)| < Mh.
4.c. En déduire que pour tout i € [0,d — ], [¢"(h)] < &h.
4.d. En procédant de méme, établir que

/cdf(y)dy— @ {f(c) +f(d) + 4f (c—gd)H My

5. On fixe n entier strictement positif. Pour tout i € [1;n], on pose

fi :zf(a+ib_a)+f(a+(¢+1)b_7a>+4f <a—|—(i+1/2)b;a).

n

Montrer qu’il existe une constante M, indépendante de n, telle que

/ fyay - @

) n—1

Zfi<M

/ = 24n3
=0

(b—a).

—a
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Partie 11

Dans cette partie, on considére (X,),, une suite de variables aléatoires indépendantes et
de méme loi que X ot X est une variable aléatoire a valeurs réelles, de moyenne u, de variance
finie 02 > 0. De plus, pour tout entier n > 0, et pour tout réel x, on suppose

P (Z(X’ — ) < x) =P (Z(Xl — ) = —:U) :
i=1 i=1
Questions préliminaires :

a. Donner la moyenne et la variance de la variable aléatoire %ZLI X;. Puis démontrer que
pour tout € > 0,

1 n
nETOOP ( n —1 (XZ Iu) - 6) 0
b. Dans cette question uniquement, on suppose que P(X = 1) = P(X = —1) = % Soit

n o X;+1
i=1 2

> 1)] = —1In(2).

suit une loi binomiale de

n un entier strictement positif, montrer que la variable )
parametres n et % En déduire que

lim l111 [IP’ (
n—+oo N

1
PPIR




On revient maintenant au cas général.

1. On considére deux entiers strictement positifs n et ¢ et deux réels strictement positifs €; et
€9.

n+q

i—n+1 i sont indépendantes.

1.a. Justifier que les deux variables aléatoires » . ; X; et >

1.b. Puis établir que
n+q n n+q
P(E}&>q+@>>P(§}&>Q)P<2]&>@>.
i=1 i=1 i=n+1

Pour la suite de cette partie, on admettra le résultat suivant : pour tous entiers strictement

positifs, n et g, > L1 X et 07 X; ont la méme loi et donc la méme fonction de répartition.

2. Soit € > 0. On pose pour tout n > 1,

1 n

un:P’(—Z(Xi—u) > e) :

[
Prouver que pour tout n > 1 et tout ¢ > 1,

Uptq = Upllg.
Dans toute la suite de cette partie, on admet qu’il existe € > 0 tel que

P(X —pu>e€) >0.

3. Montrer que, pour tout n > 1, u,, > 0. On pose alors «,, = —In(u,) pour tout n > 1, en
déduire que pour tout n > 1 et tout ¢ > 1,

0 < aptq < ap +ay.

4. Soit un entier ¢ > 1, on pose 8, = sup{e,, 1 < < ¢}. Montrer que, pour tout entier k£ > ¢,

on a
U % P
k q k

(Indication : on pourra utiliser la division euclidienne de k par q.)

5. Pour tout entier n > ¢, on pose S, = sup {2, k > n}. Montrer que la suite (S,,)
vers une limite plus petite que %.

nq COLVErge

6. Déduire des questions précédentes que la suite (%)n>1 converge. (Indication : on pourra

s'intéresser & inf {4, k >1}.)

7. Déduire des questions précédentes que la suite de terme général

()

1
- Z(Xz — )
i=1
admet une limite lorsque n tend vers +oo. Puis comparez ce résultat avec celui des questions
préliminaires.




Partie III

Dans cette partie, on considére X une variable a valeurs réelles de moyenne finie i et pour
laquelle il existe deux réels x1 < x5 tels que 'événement {77 < X < x2} est certain.

1. Soient y et z deux réels et p € [0; 1]. Montrer que

ePy+(1-p)z < pe¥ + (1 _ p)ez.

_ xo—X
2. En remarquant que X = G Errlis a2

X—x1

ST en déduire que, pour tout réel t € R,

Ty — [ =T
E[etx} < —etx1+—etx2.
To — I Tog —T1

3. Le but de cette question est de montrer que, pour tout réel ¢t € R,

20 )2
E [et(X—u)} < exp (M) . (1

~—

Pour cela, on introduit, pour tout ¢ € [0; +o0],

Ty — U+ (,U — 1’1)€t(x2_m1) (QTQ — [El)2t2
To — I 8 '

o(0) =t~ 22+ 1

3.a. Vérifier que g est de classe C* sur [0; +00] et donner ses dérivées d’ordres 1 et 2.
3.b. Montrer que, pour tout ¢ > 0, ¢”(¢) < 0 et en déduire le résultat (1) pour tout ¢ > 0.

3.c. Conclure.

4. Soit n un entier strictement positif. Pour la derniére question de cette partie, on introduit
un échantillon (X7, ..., X,,) de variables aléatoires indépendantes et de méme loi que X.

n

4.a. Soit € > 0, en utilisant le résultat de la question précédente, montrer que
1
- Z(Xk — )

2 2
(5] ) ()
n < (x9 — 1)

4.b. On veut finalement définir un intervalle de confiance. Soit « €]0; 1], expliciter un réel v,
dépendant des paramétres et de «, tel que
) >1-—q.

1< 1<
P — —v; —
QmLZ&UWZ&M
k=1 k=1
Comparer les résultats des parties II et III puis les résultats des parties I et III.

Partie IV

Fin de ’épreuve



