Variables aléatoires a densité

FExercices :

Généralités

EXERCICE 1 :

0 sit<0
3 2 .

ie*t/Q (1 — e*t/Q) sit>0

Cette fonction est-elle une densité de probabilité ? Si oui, déterminer la fonction de

répartition de la VAR associée a cette densité.
On pourra, si besoin, utiliser le changement de variable u = e~

Soit la fonction f définie sur R par f(t) =

t/2.

EXERCICE 2 :

1. Soit X une variable aléatoire réelle dont la fonction de répartition est définie par :
0 sizx <1
In(z) +1
-
Montrer que X est une variable & densité et en déterminer une densité.

VZEGR,F)((ZC): x>l
S1 T .

e(l)

et +e T’
Montrer que G est la fonction de répartition d’une variable a densité et déterminer
une densité de cette variable aléatoire.

2. Soit G la fonction définie par : Vo € R, G(z) =

EXERCICE 3 :
c(l—x)1/3 sio<z <1

Soit ¢ € R. On considére la fonction f définie par : f(z) = { )
0 sinon.

1. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que f soit une densité de
probabilité.

On suppose maintenant que la condition sur c est satisfaite et on note Y une variable
aléatoire réelle dont une densité est f.

2. Déterminer la fonction de répartition Fy de la variable Y. Tracer ’allure de la courbe
représentative de Fy dans un repére orthonormal.

3. Calculer 'espérance de la variable Y.
4. a) Calculer la probabilité de ’événement [0,488 <Y < 1,2].
b) Calculer P(Y (15 —9Y) < 4).

Indication : on pourra s’intéresser au tableau de signe du trinome 92* — 15z + 4.

EXERCICE 4 :
Calculer, si elles existent, I'espérance et la variance de la variable X dont une densité

est :

0 sit<1

4Int
t3

h(t) =

sit>1

Lois usuelles

EXERCICE 5 :

Soit X et Y deux variables aléatoire réelle indépendantes suivant respectivement la loi
uniforme sur | — 1; 1] et la loi exponentielle de paramétre 2.

Calculer P(X (Y —2) > 0).

EXERCICE 6 :
A P’aide de vos connaissances sur la loi normale calculer les intégrales suivantes :

o0 5 o0 5
1. / ze 3 HTHL qg 3. / x2e™ @ 6279 qp

—0o0 —0o0
o0 2 o0 5

2. / e 2 T dg s 4. / ze 1T qg avec u € R fixeé.
—0o0 —0o0

EXERCICE 7 :
On suppose que la distance en métres parcourue par un javelot suit une loi normale. Au
cours d’un entrainement, on constate que :

— 10% des javelots atteignent plus de 75 métres.
— 25% des javelots parcourent moins de 50 métres.

Calculer une valeur approchée de la longueur moyenne parcourue par un javelot ainsi
qu’une valeur approchée de ’écart-type de cette longueur.

Fonction d’une variable & densité

EXERCICE 8 : FAIRE SES GAMMES
Soit X une variable aléatoire suivant la loi exponentielle &(\).

Montrer que la variable aléatoire Y = v/ X est une variable a densité et en déterminer
une densité.
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EXERCICE 9 :
Soit X une variable aléatoire dont une densité est la fonction f définie sur R par :

Il i —In2< < In?
e sl n2<z<ln
o~

0 sinon

1. Déterminer la fonction de répartition Fx de X.

2. On pose Y = | X|. Déterminer la fonction de répartition Fy de Y puis montrer que YV
est une variable & densité et donner une densité de Y.

Minimum ou maximum de 2 ou n variables

EXERCICE 10 :

1. Simulation informatique

a) Soit U une variable suivant la loi uniforme sur ]0; 1] et a et b deux réels tels que
a < b. On considére X = a+ (b — a)U. Quelle est la loi de X ?

b) Ecrire une fonction Python uniforme (a,b) simulant la réalisation d’'une VAR X
qui suit une loi uniforme sur ]a; b|.

2. Minimum de VAR 4 densité : soit & € N* et soient Xg, ..., X des variables
aléatoires indépendantes suivant toutes une loi uniforme sur |1;3[. On pose

Uk = min(Xo, e ,Xk).

a) Ecrire une fonction Python simulation (k) simulant une réalisation de la variable
aléatoire Uy.

b) Ecrire une fonction Python esperance (k) qui calcule et affiche une valeur ap-
prochée de I'espérance de Uy, si celle-ci existe.

c¢) Déterminer la loi de Uy.

EXERCICE 11 : ORAL AGRO-VETO

Toutes les variables aléatoires de cet exercice sont définies sur un espace probabilisé
(Q, o, P).

Soit X une variable aléatoire & densité, de densité f telle que :

f@)={ 23 siz>1,

0 sinon.

1. Vérifier que f est une densité de probabilité.

2. Déterminer la fonction de répartition de X.

3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur ]0;1].

Montrer que la variable aléatoire V = suit la méme loi que X.

1
Vv1=-U
4. Ecrire un programme Python simulant une réalisation de la variable aléatoire X.
5. La variable aléatoire X admet-elle une espérance ? une variance ?

Si oui, les calculer, et vérifier vos réponses & l'aide du programme de la question 4.

6. Soit (X,,)n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes de méme loi que X.
On définit, pour tout entier n non nul, la variable aléatoire T;, par :

max(Xy, ...
Vvn

Soit n € N*. Déterminer la fonction de répartition de T5,.

X,
T, = ’ )

a

b) Calculer alors pour tout réel z : G(z) = lirf P(T, < x).
n—-+00

¢) Montrer que G est la fonction de répartition d’une variable aléatoire T' & densité.

)
)
)
)

d) Montrer que T admet pour densité la fonction g donnée par :
2
—eff2 six >0,
g(x) = { 2*
0 sinon.

R 1
e) A laide du changement de variable x = —, montrer que T admet une espérance
u

et la déterminer.

Somme de variables & densité

EXERCICE 12 : FAIRE SES GAMMES
Soit X et Y deux VAR & densité indépendantes de densités respectives fx et fy définies
par :

20 Gae(1:2] T size]-20
Vi € R, fx(@)=4¢ 3 S et fy(x) =< 2 ’
0 sinon 0 sinon.

Déterminer la loide Z =X + Y.
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EXERCICE 13 : ORAL G2E

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes. On suppose que X et Y suivent
les loi exponentielles de paramétres A > 0 et p > 0 respectivement.

On rappelle que si U et V sont des variables aléatoires & densités indépendantes, dont
des densités respectives sont fir et fiy, alors W = U + V est une variable & densité dont
une densité de probabilité est la fonction fy définie par :

+oo
Yw € R, fw(w) = / fu (@) fy(w—z) dz.

— 00

1. Déterminer la loi de I = min(X,Y).
2. a) Déterminer une densité de D = X — Y.
b) Calculer la probabilité P(X >Y).

¢) La variable aléatoire X — Y admet-elle une espérance ? une variance ?

EXERCICE 14 : ORAL AGRO-VETO
On rappelle que si S et T sont deux variables aléatoires réelles a densité et indépendantes, alors
S + T est une variable a densité dont une densité est donnée par la formule :

+oo
vV € R, fs+r(z) = / fs(@) fr(x—t)dt

—oo
Soit X une variable aléatoire qui suit une loi uniforme sur |0, 1[.

1. a) Donner la loi de Y = —In(X).
b) Modéliser informatiquement une loi exponentielle de paramétre 1.

2. Soient X1, Xs,..., X, des variables aléatoires mutuellement indépendantes suivant chacune

une loi exponentielle de paramétre 1. Notons S,, = Z X; (avec So = 0).
i=1

Montrer que pour n € N*, S,, est une variables aléatoire de densité f, définie par :

n—1
—_z X

(n—1)!

0 sinon.

e si x>0

fn(z) =

3. a) Soient a >0 et Z =sup{k € N/ S, < a}. Pour n € N, montrer que
(Z=n)= (S >a)U(Sns1 <a).

b) Donner la loi de Z.

4. Modéliser informatiquement une loi de Poisson de paramétre a > 0.

Pour aller plus loin

EXERCICE 15 :
Soit X une VAR admettant une densité f. On suppose que X prend ses valeurs dans
R*. Soit Y = | X | (partie entiére de X).

1. Déterminer la loi de Y. (On donnera un résultat exprimé en fonction de f.)
2. a) Montrer que E(Y) existe si, et seulement si, F(X) existe.
b) Montrer que si F(X) existe alors : E(Y) < B(X) < E(Y) + 1.

EXERCICE 16 :

Soit X une variable aléatoire & densité dont la fonction de répartition F' est strictement
croissante. Déterminer la loi de la variable aléatoire Y = F(X).

Quelle remarque pouvez-vous faire sur ce résultat d’un point de vue informatique ?
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Correction

CORRECTION DE L’EXERCICE 1 :

(i) On remarque tout d’abord que f est bien une fonction & valeurs positive car 0 > 0 et

2
pour t > 0, ge*t/Q (1 — e*t/z) > 0.

(ii) La fonction nulle est continue sur | — co;0[ et par produit de fonctions continues, la
3 2
fonction ¢t — §e_t/2 (1 — e_t/2) est continue sur ]0;+oo[. Donc f est continue sur
R*.

(iii) Sous réserve de convergence :

+oo 0 +oo
3 2

/ ft) dt:/ Odt+/ —et/? (1—e_t/2) dt.

0o oo o 9

0

L’intégrale / 0 dt est évidemment convergente et vaut 0.

— 00

3 2
La fonction ¢ ie_t/Q (1—e_t/2) est continue sur [0;+oo][ donc

+oo 3 2
/ 56_’5/2 (1 - e_t/2) dt est impropre en +oo.
0

Soit A >0 :
/ Ve 1wty ar= [u-ep]’ — -

+oo
3 2
Or lim (1- e_A/2)3 =1 donc / Zet/? (1 — e_t/2) dt est convergente et vaut
A—+oo 0 2
1.

En conclusion /

— 00

+oo
f(t) dt est convergente et vaut 1.

Ainsi, f est une densité de probabilité.
Soit X une VAR de densité f. Notons Fx sa fonction de répartition. Par définition

Fx (2) = /_ © ) a

Siz < 0 alors Fx(z) = /

0 T 2
0 dt +/ ge*t“ (1 - e*t/Q) dt = (1 — e=*/2)3. (Inutile

0o 0

de refaire le calcul, il a été fait dans le point (iii).)

0 siz <0

(1—e 23 siz>0

x

0 dt = 0.

Siz > 0 alors Fx(z) = /

En conclusion, Fx(z) = {

CORRECTION DE L’EXERCICE 2 :

1. (i) La fonction nulle est de classe €' sur | — oo; 1] et par quotient de fonctions de

In(z) +1
classe ' dont le dénominateur ne s’annule pas, la fonction z — 1 — (i
x

est de classe € sur |1; +o0o[. Donc Fx est de classe € sur R\ {1}.

(ii) Comme Fx est de classe €* sur R\ {1}, Fx est continue sur R\ {1}.
De plus lim Fix =0 = lir+n Fx = Fx(1) donc Fx est en fait continue sur R.
1- 1

X est donc bien une variable & densité.

On sait qu'une densité de X vérifie, Vo € R\ {1}, fx(z) = Fi(x). On compléte en 1
par une valeur arbitraire positive.

Une densité de X est par exemple définie par

0 sizx <1
In(x)
22

veeR,  fx(@)= siz>1

2. (i) La fonction G est de classe €' sur R comme quotient de fonctions usuelles de
classe €' et dont le dénominateur ne s’annule pas.
(ii) La fonction G est donc aussi continue sur R.
e?(e” +e 7)) —e¥(e” —e™?) 2

(iii) Pour tout z € R, G'(z) = &t o) RCETSOE > 0.

Donc G est croissante sur R.
. 1 .
(iv) Pour tout xz € R, G(z) = Tr o donc mgg-loo G(z) =1.

De plus, par opérations sur les limites, lim G(z) = 0.

r——00
En conclusion, G est la fonction de réparation d’'une VAR & densité.
Pour déterminer une densité d’une variable aléatoire associée a G il suffit de dériver G
14 ou elle est dérivable et de compléter les valeurs manquantes par une valeur positive
ou nulle.
Une densité d’'une VAR associée & G est par exemple la fonction g définie par :
Vr € R,

2
g(z) = m-
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3 : Y,
1. (i) On remarque tout d’abord que f est une fonction a valeurs positives si, et seule-
ment si, ¢ > 0, car pour € [0;1] on a f(x) =0>0etsixz €[0;1], (1 —=x) > 0.

(ii) f est bien continue sur | — oo; 0[ et sur |1;4o00[ car f est la fonction nulle sur ces
intervalles.

=

Sur ]0; 1] f est la composée de fonctions continues donc f est continue.
Donc, quelle que soit la valeur de ¢, f est continue sur R\ {0;1}.
(iii) Sous réserve de convergence :

“+o0 0 1 +oo
/ f(z) dx:/ Od:v—i—/ c(1—xz)'/3 dx—i—/ 0 dz.
—o0 —00 0 1

jan}
—
4

3. Une densité de Y est nulle en dehors du segment [0; 1] donc, d’apreés le cours, Y admet

0 +oo 4
Les intégrales / 0 dz et / 0 dz sont évidemment convergentes et valent 0. une espérance et :
—o00 1
La fonction 2 — ¢(1—z)/3 est conti [0; 1] donc Dintégral 1 (1-2)Y34d e 4 1/3
a fonction z — c¢(1—x est continue sur [0; 1] donc I'intégrale ; c(l1—x x E(Y) = / af(z) do = / —z(1—2)"/? dx
n’est pas impropre donc elle est convergence. De plus : e 0 ) L
1 3 3
1 1 :{—xl—:z:“g} —i—/ 1—x4/3dx—{——1—x7/3] =—
/ c(1 —z)t/3 dx—c[—é(l—x)‘l/?’} :§. ( ) 0o Jo ( ) 7( ) o 7
0 4 0o 4
o0 +o0 3c 3
Donc / f(z) da est convergente et / f(z) dz = R E(Y)= =2
— 0 —00 4
Cette intégrale est égale a 1 si, et seulement si, ¢ = 3 4. a)
4
Ainsi, f est une densité de probabilité si, et seulement si, ¢ = 3 P(0,488 < Y < 1,2) = Fy(1,2) — Fy (0, 488)
2. Par définition Fy (z) = / f(t) de. =1- (1 —(1- 0,488)4/3)
s 0 _ 43 _
Siz <0, Fy(z) = / 0 dt = 0. = (0,512)"" =0, 4096

Sio<xz <1,
0 b) On peut remarquer que
T4
Fy(x):/ 0dt+/ g(l—t)l/?’ dt
0

— 00

P(Y(15—-9Y) <4) = P(9Y? — 15Y +4 > 0).

=1—(1—2)"3
0 1 4 T 1 4
Siz>1, Fy(z) = / 0 dt + / g(1 — )Y dt + / 0dt=1. Or le trinome 922 — 15244 est positif si, et seulement si z € } —00; g} U [g, +00 {
—o00 0 1
0 six <0 Donc
En résumé, Fy(z) ={1—(1—2)*? si0<ax<1. 1 4
1 six>1 P(Y(15—9Y)<4)=P([Y<§]U[Y}ﬂ).
Exercices BCPST?2 Page 5 Variables aléatoires & densité



On a ici une union de deux événements disjoints donc :

s <a-ofre) ()

+1—P<Y<§)

CORRECTION DE L’EXERCICE 4 :
Espérance : Sous réserve de convergence :

E(X):/Jrooth(t) dt = /1 0 dt +/1+0041n(t) dt

—o0 —o0 t2
—_———

convergente et =0 impropre en+o0

Soit A > 1, par intégration par parties (& rédiger proprement) :

A A A
aln(t) . [ 4In() / 4
/1 > dt—[ | T oEd

1

41n(A) 4
=— ——+4
A at
— 4 quand A — +oo.
T 4In(t
Donc l'intégrale / ?2( ) dt est convergente et vaut 4.
1

X admet donc une espérance et E(X) = 4.
Variance : Regardons maintenant si X admet un moment d’ordre 2.
Sous réserve de convergence :

E(XQ)_/+OOt2h(t) dt = /1 0 dt +/1+Oo4ln(t) dt

- e t

convergente et =0 impropre en+oo

Soit A >1:

/A 411;@) di — [2(111(15))2}114 — 2(1D(A))2 — 400 quand A — +o00.

“+o0
41n(t
Donc / $ dt est divergente.
1

X n’admet donc pas de moment d’ordre 2 et donc X n’admet pas de variance.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5 :
On rappelle que

0 six <0
z+1 0 siz <0
F = i -1;1 t B = .
X (z) size[-1;1] et Fy(z) {1_8_% Gz>0
1 sixz>1
On a donc
PXY-2)>0)=P{([X>0Nn[Y>2)U([X <0]N[Y <2)])) pté des réels
=P(X>0NY>2)+P(X<0N[Y <2]) evt disjoints
= P(X > 0)P(Y >2) + P(X < 0)P(Y < 2) VAR indépendantes
= (1 — FX (O))(l — Fy(2)) + Fx(O)Fy(2) VAR A densité
| 1
= 4 (1l—eH =21,
y tallme)=3

CORRECTION DE L’EXERCICE 6 :

1.

e —32° 1 e —3(z—1)"+13
ge STl qp = ze °\*78) Ti2 dg

— 00 — 00

+o00 _ (z—1/6)2
Towl
:e13/12/ Te 2x%  dg

—0oQ

sz, Lo [ I
=e X — 27r/ T X e 5 dx
\/6 —00 \/Lg V2

11
= 613/12 X \/gE(X) avec X «— A (6, 6)

— ol3/12 E % 1
3 6
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+oo 5 +oo
/ e 2T g = / e
— 00 — 00

1 Feo
261/8X§V27T/

—+oo
|

+oo
/ ze
—o0

NIEg

1

72[(z+i)271_16] dz

_ (z+1/4)?

e 2x1

5

Ver [t
—ol/8 T”/ fx(z) dz
V2
= —27Tel/8.

42
4 +ux dZC

5 +o0
— ot /16/
—o0

QU /16 o 1 V2 e X 1
e T X
V38 o

_2 —
a:2e x“+6x ng:/

—+oo

— 00

—+oo
|

1 +oo2 1
EV27T\/;OOIX1 e

74 dx

22e= (@3 4z

2

xre

_(@=3)?
2><§

11
Xo (===
avec ( 11
dx
_ (@=3)2
2><§I dZC

75\/ 2

= VrE(X?) avec X — AN (3,%)

= VAV (X) + E(X)?)

—+oo
|

ew’/16 » gE(X) avec X — A (—

VT
16

ue

19
2

xef4(x7%)2+% dz

u?/16

xre

_ (z—u/8)?

1
2X g

dx

1 ./
7§ 2

V.

e

_ (z—u/8)2

2X g

8’8

9

dx

)

CORRECTION DE L’EXERCICE 7 :

Notons X la VAR égale a la distance parcourue par le javelot. D’aprés ’énoncé, X suit
une loi normale de paramétres m et 2.

Le but de cet exercice est de trouver m et o.

L’énoncé nous dit que :

P(X>75)=0,1 et P(X<50)=0,25

On sait d’aprés le cours que lorsque X suit une loi normale de paramétres m et o alors
X—-m
X =

o
Or

suit une loi normale de paramétres 0 et 1.

P(X>7)=P(X-m>T75—m)

_P<X—m> 75—m)

g g

ZP(X*> 75—m)
o

:1_@<75—m)'

o

Onadoncl—¢<75_m> =O,1(:)<I>(75_m) =0,9.
o o

) —m
Grace a notre calculatrice on trouve : ~ 1, 28.

50 —
De méme P(X < 50) = & ( m) =0,25.
ag

Toujours grace a la calculatrice, on trouve LS —0,67.
o
Il nous faut donc maintenant résoudre le systéme :
75 —m
——~L28 75 —m ~ 1,280 m =~ 58,59
50 —m < 50 —m ~ —0,67¢ o~ 12,82
~ —0,67 ~ ~ e
o

La longueur moyenne parcourue par le javelot est 58,69 et I’écart type est 12, 82.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8 :
On rappelle que la fonction de répartition d’'une VAR X qui suit un loi exponentielle de
parameétre \ est donnée par :

0 sixzx <0
1—e™™ siz>0

Fx(fL‘) = {

On a donc X () = R et on en déduit que Y (Q) = R™.
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Notons Fy la fonction de répartition de Y. Par définition, pour tout =z € R,
Fy(x) =P(Y < x).

Si z < 0, 'événement [Y < z] est impossible donc Fy (x) = 0.

Six >0,

=P(X < 2 fonction carré strict. croiss. sur R
= Fx(a?)
=1- e_’\””2 car 2 > 0.
0 siz <0
On a donc Fy (z) = Cw? .
1—e™™ siz>0

Az

La fonction 2 — 0 est de classe € sur | — oo; 0] et la fonction z +— 1 —e~ * est de classe

€' sur [0; +oo.
Donc Fy est de classe €' sur R*.
Fy est aussi continue sur R* et de plus, lim Fy = lim Fy =0 = Fy(0). Donc Fy est
z—0— z—0t
continue sur R.

Donc Y est bien une variable a densité. Pour obtenir une densité de Y on dérive Fy la
ol c’est possible et on compléte les points manquants par une valeur arbitraire positive.
Une densité de Y est donc par exemple la fonction fy définie par :

0 siz <0
Mze ™ siz>0

Vz € R, fy(a?) = {

CORRECTION DE L’EXERCICE 9 :
1. Par définition Fx(z) = P(X < ) = / f(t) dt.

Six<—ln2alorSFX(x)=/ 0dt=0.

— 00

Si—In2 < x <0 alors

DN | =

—1n(2) T
FX(I):/ Odt+/1 (2)6_(_t) dt=[e]",,, =¢"—

. On remarque que X (Q

Si0<z<In2 alors

—1n(2) 0 z
FX(I):/ Odt—l-/l ( )e*H) dt+/ et dt
—o00 —In(2 0

= [et}glnz + [_e_t}g

1 3
— 11— _¢® 1=2 _ ¢ %,
g ¢ ti=g-e

Siz > In2 alors

—1In(2) 0 In(2) x
Fx(x) = / 0 dt +/ e (78 dt—i—/ e tdt +/ 0 dt
—0o0 —1In(2) 0 In(2)

= [et]o + [-e7] LHQ =1.

0 siz < —1In2

1
— si —In2<x<0
On a donc Fx(z) = 2
—e ¥ si0<z<In2

siz>1In2
= [—In(2);1n(2)] donc Y (2) = [0;In(2)].
Par définition Fy (z) = P(Y < x) = P(|X| < z).
Si & < 0, Pévénement [|X| < z] est impossible donc Fy(z) = 0 et si z > In(2),
lévénement [|X| < ] est certain donc Fy (z) = 1.
Siz € [0;1n(2)] alors P(|X| < z) =P(—z < X <z)=Fx(z) — Fx(—x).

3 1
Donc Fy(z) == —e " —e "4+ -=2(1—¢ 7).

2 2
0 siz <0
On a, en résumé, Fy (z) = ¢2(1—e™®) si0 <2 <In2.
1 siz>1In2

Je vous laisse montrer que Fy est une fonction de classe € sur R\ {0,1n2} et continue
sur R.

Y est donc bien une variable & densité. Pour obtenir une densité de Y on dérive Fy
1& ou c’est possible et on compléte les points manquants par une valeur arbitraire
positive. Une densité de Y est donc par exemple la fonction définie par :

2¢7" siz€[0;In2]

0 sinon

Ve eR, fy(z)= {
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CORRECTION DE L’EXERCICE 10 :

1. a) Comme U(2) =|0; 1], on en déduit que X () =]a; b|.
Notons F' la fonction de répartition de U et G celle de X.

Grace & X (), on peut dire que si ¢ < a, G(xr) =0 et si z > b, G(z) = 1. Pour

x €la; bl :
Gz)=P(X<z)=Pla+(b—-a)U <2x)
=P((b—a)U<z—0a
:P<U<x_a) carb—a > 0.
b—a
x—a
=F
(=)
0 sit<O0
Or onsait que F(t) =<t si0<t<1.
1 sit>1
. r—a
Donc si a < x < b, alors G(x):b .
-a
0 siz<a
T—a
En résumé, on a G(z) = sia <z <b.
—a
1 siz>b

Ainsi X suit la loi uniforme sur ]a; b|.

b) def uniforme(a,b):
return a+(b-a)*random()

2. a) def simulation(k):

return min([uniforme(1,3) for in range(k+1)])

b) def esperance(k):
S5=0
for _ in range(1000):
S+=simulation (k)
return S/1000

c¢) Notons F' la fonction de répartition des variables X;. Par définition :

0 sizx <1
Flz) =YX~ s1<z<3.
1 siz >3

Notons maintenant G la fonction de répartition de la variable Uy.

Par définition, pour tout réel z, G(z) = P(Uy < x).
Or on sait que [U > z] = [Xo > z]N...N[X} > z]. Comme les variables X; sont
supposées indépendantes, on a

PUy >x)=P(Xo>x)X...x P(X}, >x) = (1 - F(z))**L.

Ainsi, G(z) =1 — (1 — F(z))*.

F est une fonction continue sur R et de classe " sur R\ {1;3}.

Donc par composée et différence, G est continue sur R et de classe €' sur R\ {1; 3}.
Ainsi, Uy est une variable & densité. On obtient une densité de Uy en dérivant G
14 o1 c’est possible et en complétant les points manquants par une valeur positive
ou nulle.

Une densité de Uy est par exemple la fonction définie par

0 siz<loux>3

k _ k
Er1(3-2\" G1<r<s.
2 D

Ve €R, g(z) =

CORRECTION DE L’EXERCICE 11 :

2
1. Pour tout > 1, — > 0, donc pour tout z € R, f(z) > 0.
x

2

La fonction nulle est continue sur | — oo;1] et la fonction z — — est continue sur
x

]1; +00[. Donc f est continue sur R\ {1}.

1
/ f(x) dz est évidemment convergente et nulle.
— 00

—+o0
L’intégrale (z) da est impropre uniquement en +oo car f est continue sur
1

]1; +00[ et admet une limite finie en 1.

A9 174 1
Soit A > 1, / — dz = {——2] =1- — — 1 quand A tend vers +oo.
1T % | A
—+oo
Donc (x) dz est convergente et vaut 1.
1
+oo
En conclusion, f(z) dz est convergente et vaut 1.
oo

En conclusion, f est une densité de probabilité.

2. Par définition, Fx(xz) = / f(t) dt. En reprenant les calculs fait dans la question

0 siz <1
précédente, on a Fx (z) = 1 .
l1-— siz>1
x
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3. Comme U prend ses valeurs dans ]0; 1], on a V(Q) =]1; +o0[. def EspX():

Notons Fy la fonction de répartition de la variable aléatoire V. 5=0
On a pour z < 1, Fy(z) =0 et pour tout = > 1 : for k in range(1000):
S+=simulX()
1 1 1 return S/1000
B v v Cette fonction renvoie bien une valeur proche de 2.
car la fonction carrée est strictement croissante sur R La fonction suivante montre la divergence de la moyenne des valeurs de X? en ren-
1 1 voyant une liste avec des valeurs trés trés variables :
Onadonc Fy(z) =P (U1~ —= | =Fy (1-—
x x
1 1 def NonVariance():
Comme x > 1, 1 — — €]0; 1], on obtient que Fy(z) =1— —. L=[]
r r for i in range(15):
0 siz <1 V=0

Ainsi, Fy(z) = Fx (z).

for k in range(10000):
V+=simulX () **2
L.append (V/10000)
4. from random import random return L
from math import sqrt

1 =
1——2 siz>1
T

Donc V suit la méme loi que X.

1
6. a) Les variables X; étant & valeurs dans ]1;+oo[, on a T,,(Q) = ] —; 400 [
def simulX(Q): 1 Vi
return 1/sqrt(1-random()) Pour < —, on a donc Fr, (z) = 0.
5. Sous réserve de convergence : \1/5
Soit £ > —=.
e . 4o o oit NG
E(X):/ xf(z) dx:/ 0dx+ / — dz.
. . z P =P X1,...,X,) <
& , T, (¥) = P(max(Xy,..., Xy) < 2v/n)
cvet =0 impropreen +00 =P([X1 <zvn]N...N[X, < zvn])
A g 9 =P(X <azyn)" variables indépendantes de méme loi
SoitA>1,/ — dz =2 - — — 2 quand A tend vers +o0. 1\"
1 x A — (1=
oo ( nIQ )
Donc / — da est convergente et vaut 2.
1 x " 1
1 & = 1 - T a 1 > y—
En cor{clusmn7 X admet une espérance et F(X) = 2. En résumé Fr, (z) = ( na:Q) six N
Sous réserve de convergence : 0 sinon
400 1 +o0 2 . . 1
E(Xz) _ / x2f($) de = / 0 de + / Zdr . b) Soit = > 0 fixé. Pour n assez grand on a z > % donc
— 00 —o0 1 € n
cv et =0 impropre en +o0o P(Tn < .I') = (1 — —2) — 6_1/12.
nx
Ag Pour z < 0, P(T,, < z) =0.
Or / = daz =2In(A) = +o0 quand A tend vers +oo. o7 g
t , ) iz>0
1 ) Donc en résumé : G(z) = . .
Donc X n’admet pas de variance. 0 sinon
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e est €1 sur X et Y étant deux variables aléatoires réelles a densité indépendantes, on peut affirmer
que Z est une variable & densité et, d’aprés la formule du cours, une densité de Z est la

fonction h définie par :

La fonction z — 0 est €' sur R~ et la fonction z — e~
]0; +o0|. Donc G est de classe € sur R*.

Par conséquent la fonction G est aussi continue sur R*.
De plus lim G(z)=0= lim+ G(z) = G(0) donc G est continue sur R.
z—0

rz—0~

+oo
50 Vz € R, h(x):/_oo

Comme G est continue sur R, on peut affirmer que G est croissante sur R.

2 t —t) dt.
La fonction G est constante sur R™ et, pour z > 0, G'(z) = —3671/962 Ix@®)fy(z=1)
x

donc G est croissante sur |0; 4o00].

Pour tout x € R on a donc :

0 et par opérations sur les limites,

Il est évident que lim G(z)
r——00
lim G(z) =1.

Tr—r+00

+o0 _
Ainsi, G est bien la fonction de répartition d’une variable aléatoire a densité 7' h(z) = / %]1[1‘2] (t) x th]l[fzm (x —t) dt
d) Pour obtenir une densité de T' il suffit de dériver G sur R* et de choisir arbitrai- e

rement une valeur positive en 0. On obtient bien la fonction donnée. _ 1 /+oo H(t — )L (8) X Tjggsn(t) dt
e) Sous réserve de convergence 3 /s 1 7
1 /+°°
+o0 0 +o0 = _ _
9 = t(t — )L )njmsera) (t) dE.
E(T) :/ xg(z) da :/ 0 dz —|—/ —2671/12 dz. 3J ( Mzt (1)
—0o0 —o0 0 €T
t =0 i 0et +
v prov Il nous faut maintenant mettre en place une discussion suivant la valeur de x pour
1 1 1 déterminer la valeur de [1;2] N [z;x + 2].
On pose © = — < u = —. la fonction x +— — est de classe ¢ sur ]0; +o0], v 20| ]
u x x
1
strictement décroissant et & valeurs dans ]0; +oo[. De plus dz = 3 du. — Siz<letz+2 <1 (cequicorrespond & x < —1), [1;2] N [x;2 4+ 2] = (), done

—+oo
D’aprés le théoréme de changement de variable généralisé, toujours sous réserve h(z) = = /
de convergence : —o0

“+o00 2 a1 “+o0 2
—e =2 dx = 2e du
0 T 0

0 dt=0.

— Siz<letl<ax+2<2 (cequicorrespond & —1 < z <0),
[1;2] N [z;2 + 2] = [1;2 + 2] donc

+oo
= / e du ws e est paire 1 ptoo
oo . , h(z) = g/ t(t — @)L (t) dt
1 — (™ 1 - o
V2 27T/ o o du 2
- 75 = 2 — xt dt

1 +oo
VE [ fa)
— /7.

Donc T admet une espérance et F(T)

1
avec Z — N (O, 5)

N3

CORRECTION DE L’EXERCICE 12 :

— Siz<letx+2>2 (cequicorrespond a 0 < x < 1),

Exercices BCPST2

Page 11

Variables aléatoires & densité



— Sil<ax<2etxz+2>2 (cequicorrespond a1 <z < 2),
[1;2] N [x; 2 + 2] = [x;2] donc

1 [T
h(z) = 5/00 t(t — ) g (1) dt
2
:%/wﬁ—xtdt
_1 3 xt? 2
_5{5_7]96
1 /23 x x 22 23 23
:§<§_T_?+?>
_8 4z 23
=9 % Tis

— Siz >2et x4+ 2 > 2 (ce qui correspond & x > 2), [1;2] N [x;2 + 2] = 0, donc

1 [t

0 siz<—1
1 3 2
1/(x+2)° =(z+2) —1+f S _1<z<0
3 3 2 3 2

En résumé h(z) = Tz si0<z<1
9 2
8 4x+x3 1<w<?
224 sil<z<
9 6 18
0 siz>2

CORRECTION DE L’EXERCICE 13 : CORRECTION PEU DETAILLEE

0 siz <0

L. PU<2)=1-P(X >2)P(Y >z2) = — Otz

1—e siz>0
On reconnait loi exponentielle de paramétre A + pu.
2. a) Commengons par déterminer une densité de =Y :
_ e’ siz <0 pet®  six <0
-Y(Q) =R, F y(x) = , foy(x) = .
) v(@) {1 siz>0 Y {o siz >0

X et —Y sont indépendantes (lemme des coalitions) et & densité donc :

—+oo
Vz € R, fo(z) = / Ae Mg, oo (t) X ,ue“(w_t)]l],oo;o] (x—t) dt

— 00

—+oo
=/\ue’”/ eI o4 el ool () i

ApeH®
He six <0
o )\+u/\
=1 Voo
pe six >0
A+
+o0 i
b) PIX>Y)=PX-Y >0)= t) dt = ——.
) P(X>Y) = P )= [ o=

¢) Linéarité de l’espérance et propriété de la variance (variables indépen-
dantes!!!):
1 1 1

—S VX -Y)=V(X)+V(Y) =

E(X-Y):E(X)_E(Y):% ; e

CORRECTION DE L’EXERCICE 14 :

1. a) On note F la fonction de répartition de X et G celle de Y.
Pour tout réel z, G(z) = P(—In(X) < 2) =P(X 2e ) =1—F(e™™).
Siz<0,e®>1doncG(x)=1—1=0etsiz>0alors0<e ™ <1 et donc
Gz)=1—-e""

0 siz <0

1l—e™@ siz>0

On reconnait la fonction de répartition d’une variable suivant une loi exponentielle

de paramétre 1.

On a donc G(z) = {

b) from math import log
from random import random
def exponentielle():

return -log(random())
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2. Montrons par récurrence que la propriété &(n) : « S, est une variable aléatoire de

n—1
e T

(n—1)!
0 sinon.

si

densité f, = » est vraie pour tout n € N*.

Dans cette question on note f une densité de loi exponentielle de paramétre 1.

— On a S1 = X; donc (1) est bien vérifiée car f1 est la densité d’'une loi ex-
ponentielle de paramétre 1 est X; suit bien une loi exponentielle de paramétre
1.

— Soit n € N* fixé. Supposons que Z(n) est vraie.
On a alors Sy, 41 = Sp+ X,41. Comme les variables (X;) sont mutuellement indé-
pendantes, les variables S,, et X, 1 sont indépendantes donc, d’apreés le résultat
rappelé, S, 1 est une variable a densité de densité :

400 tnfl

fsni(z) = x f(x—t) dt.

+oo
fa() f(z —1) dt = /o eftm

Si x < 0, pour tout ¢ € [0;400], f(x —t) =0 donc fs,,,(x) = 0.
Six >0,
tnfl

T x tn 1 "
_ —t —(z—t) -z _ -z
Fouae) = [ G <t me [ ety

Donc fs, ., = fot1.
Ainsi Z(n + 1) est bien vraie.

On a donc prouvé par récurrence que pour tout n € N*, &(n) vraie.

3. a) Par définition de Z 'événement [Z = n] signifie que n est le plus grand entier tel
que S < a. Comme Sk11 = Sk + Xi+1 et que les X; sont & valeurs positives on
a Sky1 = Sk
On a donc [Z =n] =
On a donc [Z =n] =

b) Ona Z(Q2) =N.

Comme S, 11 = S, + X,41, on remarque que les événements [S, > a] et
[Sn+1 < a] sont incompatibles.
Donc P([Z = n]) = P(Sy, > a) + P(Sn+1 < a).

“+o0o
fn(t) dt et, par IPP :

[Sn < a] N [Sps1 > al-
[Sn > a] U [Sps1 < -

De plus P(S,, > a) =

a

tn
Tt dt =

ot
. [ n!]0+/0 fa(t) dt

P(Spi1 <a) = /
0

Donc P([Z =n]) = fat)dt —e" = =1—-e""—
0
Ainsi P(Z=n)=e"*—. Z < H(a)
4. def poisson(a):
k=0
S=0

while S<=a:
S+=exponentielle ()
k+=1

return k-1

CORRECTION DE L’EXERCICE 15 :
1. Comme X (2) = R™, on a Y(Q) = N et pour tout k € N :
k+1

PY =k =P(X|=k=Pk<X<k+1)= £(t) dt
k

2. a) On a ici une équivalence & démontrer donc on va montrer les deux implications.

= : Supposons que Y admet une espérance. Cela signifie que la série

> kP(Y

0
Comme f est nulle sur | — o0; 0], / tf(t) dt est convergente et vaut 0.

= k) est absolument convergente.

+oo
/ tf(t) dt est impropre en +oco.
0
De plus, d’aprés la caractérisation séquentielle de la limite, montrer que
A

/ tf(t) dt admet une limite finie lorsque A tend vers +oo est équivalent a
0

n
montrer que / tf(t) dt admet une limite finie lorsque n € N tend vers +oo.
0

On remarque alors que

/Otf ) dt = Z/kJrl

n
La suite < / tf(t) dt> est donc croissante et majorée. Elle admet donc une
0 neN

=k) <B(Y)+1

S

limite finie.

+oo
Ainsi / tf(t) dt est convergente.
0
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En conclusion X admet une espérance.
< : Supposons que X admet une espérance, c’est-a-dire que lintégrale

+o0
/ tf(t) dt est convergente.
o0

On veut montrer que la série Z kEP(Y = k) est absolument convergente (série a
termes positifs donc convergence = convergence absolue).

Comme cette série est a termes positifs, il suffit de montrer que ses sommes
partielles sont majorée pour dire qu’elle est convergente.

k+1 k+1
f(t) dt < / tf(t) dt.
k

On remarque que pour tout entier k, k
k

n n+1
Donc pour tout entier n, ZkP(Y =k) < / tf(t) < E(X).
k=0 0
Les sommes partielles sont bien majorée, donc la série Z kP(Y = k) est (abso-
lument) convergente et ainsi Y admet une espérance.
b) Supposons que E(X) existe (alors E(Y) existe). On a vu que

k+1
F(t) dt +

k+1

f(t) dt

k+1

k+1
k f@) dt < / tf(t) dt < k
k k k k

Jrzoo Jio /k+1 Jio k+1 Jio /
=Y k F@) dt < tft) dt < Yy k f(t) dt +
k=0 7k k=0 k=0 7k k=0/k

=E(Y)<EX)<EY)+1

k+1

£(t) dt

k+1

CORRECTION DE L’EXERCICE 16 :

F' est strictement croissante d’aprés les hypothéses de 1’énoncé et est continue sur R
car c’est la fonction de répartition d’une variable & densité. Donc d’aprés le théoréme de
bijection monotone, F réalise une bijection de R sur |lim F; Lim F[=]0; 1].

Comme F' n’est jamais constante, on peut affirmer que X(2) = R. On en déduit donc
que Y () =]0; 1].

Par définition, pour tout « € R, Fy(z) = P(Y < z) = P(F(X) < z).

— Siz <0, I'événement [F(X) < ] est impossible donc Fy (z) = 0.

— Siz > 1 alors Fy(z) =1 car événement [F(X) < z] est certain.

— Si0 < z < 1 alors, comme F~! est croissante, Fy(z) = P(F(X) < x) =
F i (2)) = F(F~'(2)) = o

P(X <

0 six<O
Onadonc Fy(z) =<z si0<z<1.
1 siz>1

On reconnait ici la fonction de répartition d’une VAR qui suit une loi uniforme sur ]0; 1[.

Y = F(X) suit une loi uniforme sur ]0; 1].

On peut donc remarquer que toute variable aléatoire X ayant une fonction de répartition
bijective peut s’écrire en fonction d’une variable U suivant la loi uniforme sur ]0;1] :

X = F~}(U) avec F fonction de répartition de X.

Cela permet de simuler informatiquement un grand nombre de VAR & densité a l'aide
de la fonction random() de la bibliothéque random.
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