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Variables aléatoires réelles a densité

Table des matiéres

en_entre VAR, & densité et densité de probabilitd . . . . . . . ... . ... ... 6
: alculer une probabilité avec une variable a densitd . . . . . . . ... 7
4 Support d'une variable & densitd . . . . .. ... 8
5 Pour fabriquer un exercice..d . . . . . .. Lo 9

|IIIDI:]]]E]]1]S d’]]]ﬂe 1:ariab]e a‘ densitd‘ 10

S

Eﬁ%%%%%g ............................................. 10
‘ cinition . . . . L L L 10

| b Pronriété;] ......................................... 11

| 2

Moment d’ordre ol . . . . . 13

3 Variance et écart-typd . . . . . . .. 13

[ IVLois usuelles 14

1 Loiuniformd . . . . . . 14

% ......................................... 16
3 Lnormald . .. 18

a Loi normale centrée réd]]jl;d ............................... 18

b Loinormale de Laplace-Gauss . . . « « o v v ovovo e 20

21
21

23
24
25

25

Cours BCPST2 Page 1 VAR a densitél



Rappels :

Une variable aléatoire réelle (VAR) est une application X : @ — R ou (2,7, P) est un espace
probabilisé.

Pour toutes les VAR on définit la fonction de répartition de X, que 'on note Fx, par

I

Vx € R, Fx(z) =P(X < x).

Introduction : notion de densité de probabilité

Définition 1
Soit f: R — R. On dit que f est une densité de probabilité si, et seulement si :

(i) f est définie sur R et a valeurs positives ou nulles;

(ii) f est continue sur R ou sur R privé d’'un nombre fini de points;

(iii) f(t) dt est convergente et f(t) dt = 1.

—+o00 —+00

Ezxzemple 1 :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

e® sixz>=0

0 siz <0

Montrons que c’est une densité de probabilité.

(i)
(i)

(iii)

f est bien définie sur R et, comme l’exponentielle est positive, f est bien une fonction & valeurs
positives ou nulles.

Sur | — o00; 0], f est la fonction nulle donc f est continue sur | — oo; 0[.

Sur [0; +oo[, f est la composée des fonctions x — —z et t — e’ qui sont continues respectivement
sur [0; +o0o] et sur R, donc f est continue sur [0; +ool.

Ainsi on a montré que f est continue sur R*.

(On pourrait regarder si f est continue en 0 mais cela n’apporte rien de plus donc on ne perd pas de
temps a le faire.)
+00
Il nous faut maintenant vérifier la convergence de f(x) dzx et calculer la valeur de cette intégrale.
oo

Sous réserve de convergence :

+00 0 +oo 0 +oo
dr = d dx = d 7 dx.
N f(z) dz /Oof(l’) x+ i f(z) dz / 0 :c—l—/o e x

—00

0
/ 0 dx est évidemment convergente et vaut 0.

—00

+oo
L’intégrale / e " dz est une intégrale de référence. On sait que cette intégrale est convergente et
0
vaut 1.
“+o0o
En conclusion l'intégrale f(x) dx est convergente et vaut 0+ 1 = 1.
[e.e]

f est donc bien une densité de probabilité.

Remarque :

Il nous reste maintenant a faire le lien entre ces fonctions bien particuliéres et une certaine catégorie
de variables aléatoires réelles.
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II  Généralités sur les variables a densité

1 Définition et caractérisation

Définition 2

Soit X une VAR définie sur un espace probabilisé (2, 7, P) et Fx sa fonction de répartition. On dit
que X est une variable aléatoire réelle a densité ou que X admet une densité, s’il existe une
fonction f: R — R vérifiant :

(i) f est une densité de probabilité;

(ii) pour tout x € R, Fx(z) = /m f(t) dt.

La fonction f s’appelle alors une densité de la variable aléatoire X.

Remarque :
On dit une densité de probabilité car une variable & densité admet une infinité de densité.

Exemple 2 :

On considére la variable aléatoire X dont la fonction de répartition est donnée par :

0 six <0

. . T
Fx(z) = sin(x) sizé€ [O; 5} )

™

1 1x > =

siz> g

Montrons que X est une variable & densité dont une densité est la fonction f définie par :

0 six%[O;g]
fz) =

cos(x) six € [O; g]

Pour cela nous allons vérifier les deux points de la définition.

(i) Montrons que f est une densité de probabilité.

0
a) La fonction f est bien définie sur R et a valeurs positives ou nulles car pour x € [O; 5},

cos(z) = 0.
) T ) ™ .
b) f est continue sur |—oo; 0[ et } 5; 400 [ car constante et f est continue sur [O; 5} comme fonction
usuelle.
T
Ainsi f est continue sur R\ {O; 5}

. . . s . .
(On pourrait montrer que f est aussi continue en o5 mais cela n’apporte rien de plus donc on

ne perd pas de temps a le faire.)
400
c¢) Il nous faut maintenant vérifier la convergence de f(x) dz et calculer la valeur de cette
e}

intégrale.
Sous réserve de convergence :

400 0 w/2 +o0
f(z) doz = / 0 dx +/ cos(z) dx +/ 0 dx.
[eS) - 0 T

00 /2

0 +o00
/ 0 dx et / 0 dx sont évidemment convergentes et valent 0.
w/2

—00
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/2
La fonction = +— cos(z) est continue sur [0; g} donc / cos(z) dz n’est pas une intégrale
0
impropre et donc elle est convergente.
w/2
De plus, / cos(x) dx = [sin(:c)]g/2 =1-0=1.
0

+00 +oo
En conclusion, f(z) dx est convergente et flz)dre=0+14+0=1.

f est donc bien une densité de probabilité.

(ii) Calculons maintenant / f(t) dt.

S1:1:<0/ F(t) dt = /Odt:O.

f81x€ / f(t) dt = / Odt+/ cos(t) dt = sin(z).
0
w/2 T
Six>§:/ f(t)dt:/ 0dt+/ cos(t)dt+/ 0dt=0+1+0=1.
—00 —o0o 0

On a donc bien montré que, pour tout réel z, Fx(x / f(t)

Les deux points de la définition étant vérifiés, X est bien une variable a densité et f est une densité
de X.

Remarque :

Cette définition n’est pas trés facile a utiliser en pratique car souvent dans un exercice « concret » on
connait juste la fonction de répartition de X mais I’énoncé ne nous donne pas d’information sur la valeur
d’une potentielle densité f. Voici un théoréme bien plus pratique pour montrer qu'une VAR donnée est
une variable a densité.

Théoréme 1 : Caractérisation des VAR a densité par leur fonction de répartition
Soit X une variable aléatoire réelle de fonction de répartition F.
X est une variable & densité si, et seulement si :

(i) Fx est de classe " sur R ou sur R privé d’un nombre fini de points,

(ii) Fx est continue sur R.

De plus toutes les fonctions f positives ou nulles et telles que f(z) = Fi () en tout point z o Fy est
dérivable, sont alors des densités de X.

Démonstration :

Nous n’allons démontrer qu'un « morceau » de ce théoréeme :

Si X est une VAR a densité alors Fy est €' en tout point de continuité de f et pour tout z en lequel f
est continue, Fx(z) = f(z).

On suppose ici que f est continue sur R. (Vous pouvez réfléchir a comment s’adapte la démons-
tration pour f continue sur R privé d’un nombre fini de points.)

D’aprés la définition 2, pour tout x € R, Fx(z) = / f(t) dt.

On a donc, pour tout z € R, Fy(x /f dt+/f

Or, d’apres le théoréme fondamental de l’analyse, comme f est continue sur R, la fonction x — / f(t) dt

est de classe €' sur R.
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La fonction constante 2 — K est évidemment de classe €' sur R.
Donc, par somme, Fy est de classe €' sur R.

Toujours d’aprés le théoréme fondamental de I'analyse la dérivée de = — / f(t) dt est f donc, pour
0

tout x € R, Fy(z) = f(x).

Remarques :
— On peut voir dans cette caractérisation que les variables discrétes ne sont pas des variables & densité.
— En pratique, nous utiliserons peu la définition pour montrer qu’une variable aléatoire est bien a
densité. Le théoréeme ci-dessus sera plus rapide et aura ’avantage de donner une technique pour
trouver une densité.

Conseils méthodologiques :

Ce théoréme est extrémement important. Il donne un moyen trés simple de savoir si une variable
aléatoire est a densité et en plus il permet de trouver une densité.

On peut aussi utiliser ce théoréme dans « I'autre sens », lorsqu’on sait que X est une variable & densité,
on sait que sa fonction de répartition est continue sur R et de classe €' presque partout.

Ezxemple 3 :
Soit X une VAR de fonction de répartition F'x définie par :

1
—e” six <0
l—ée_x siz >0

Montrer que X est une variable a densité et donner une densité de X.

1
(i) La fonction z — 56”‘“ est de classe € sur | — 00; 0] donc Fy est de classe € sur | — oo; 0].

1
La fonction z — 1 — §e’”‘“ est de classe €' sur ]0; +-oo[ donc Fx est de classe € sur ]0; +ool.
Fx est donc de classe €' sur R*.
(On pourrait ici montrer que Fx est de classe €' sur R mais ce serait une perte de temps.)

(ii) Comme Fy est de classe €' sur R*, elle est continue sur R*.
Il nous reste a vérifier que F'y est continue en 0.

1 1

D’ t lim F = lim —e" = —.

une part lim x () lim oo =
1 1
D’ lim F =lml——-e"=1—-=—.
autre part lim () lim 5e 5= 3

1
Et enfin, comme Fx(0) = 5> ona bien montré que Fx est continue en 0.
Ainsi F'x est continue sur R.

Grace a ces deux points on peut affirmer que X est une variable a densité.
Pour trouver une densité de X on utilise la dérivée de F'x 1a ot Fx est dérivable et on « compléte »
les points manquants par une valeur positive ou nulle.

1 1
Siz >0, Fy(z) = ée*lﬂ. Siz <0, Fy(z) = aem.

1
e siz <0

Donc la fonction f définie sur R par : f(z) = % est une densité de X.
§e’m sixz >0
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2 Lien entre VAR a densité et densité de probabilité

Théoréme 2

Soit f une densité de probabilité.

Alors il existe un espace probabilisé (£2,.7, P) et une variable aléatoire a densité X définie sur cet
espace, tels que f est une densité de la variable X.

Remarque :

Résultat admis en BCPST.

Conseils méthodologiques :

Ce résultat permet de répondre aux questions du type « montrer que f est une densité d'une VAR ».
Une fois qu’on a montré que f est une densité de probabilité, on peut alors nommer une variable
aléatoire dont une densité est f.

Ezxemple 4 :

Soit f la fonction définie sur R par f(z) =

1
2

1

T
{—e_“”2/6 six >0

0 sinon

. Montrer que f est la densité d'une variable aléatoire réelle X.

. Déterminer la fonction de répartition de X.
3. Calculer P(X > 3) et P(—2 < X < 3).

. Cette question est identique a la formulation « montrer que f est une densité de probabilité ».

(i)

(i)

(iii)

Comme 'exponentielle est positive et que pour z > 0, % > 0, f est bien une fonction & valeurs
positives ou nulles.

Sur | — 00; 0], f est la fonction nulle donc f est continue sur | — oo; 0]

La composée des fonctions z — —z? /6 et t— e', qui sont continues respectivement sur [0; +00]
et sur R est continue sur [0;4o00[. Par produit avec la fonction = +— % qui est continue sur
[0; +00[, f est continue sur [0; +o0].

Ainsi on a montré que f est continue sur R*.

(Encore une fois, on pourrait regarder si f est continue en 0 mais cela n’apporte rien de plus

donc on ne perd pas de temps a le faire.)
+o0

Il nous faut maintenant vérifier la convergence de f(x) dz et calculer la valeur de cette
o0

intégrale.
Sous réserve de convergence :

400 0 +o0 0 +o0
- — Lo/
. f(z) d:c—/_oof(a:) dz + i f(z) daz—/ 0 dx+/0 3¢ 6 du.

—00

0
/ 0 dx est évidemment convergente et vaut 0.
—00

22

“+oo
x x
La fonction z — ge’ /6 est continue sur [0; +00[ donc l'intégrale / ge’”‘ﬂ/ 6 dz est impropre
0

en +oo.
Yo 6 2614 A2/6
SoitA>0:/—e_$/dx:[—e_x/] =1—e /0
) 0
. A$ 2/6 . +w$ 2/6 +w$ 2/6
Donc lim e /% dz = 1. Ainsi / —e™™/% dx est convergente et / e /0 dr = 1.
A—)+OO 0 3 0 3 0 3

+oo
En conclusion I'intégrale f(z) dx est convergente et vaut 0+ 1 = 1.
o
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f est donc une densité de probabilité et ainsi il existe bien une VAR X dont f est une densité.

2. Notons F'x la fonction de répartition de X.
Par définition d’'une VAR a densité, on sait que, pour tout x € R, Fix( / f(t)

Si x < 0, alors f est nulle sur | — oo; ] done Fx(z) = 0.

Siz >0, Fy(z) = /0

—00
ce qui a €té fait au point (iii) de la question précédente!!

1— e /6 six >0

0 sinon

Tt
0 dt +/ ge_tQ/G dt =1—¢"/% On ne refait surtout pas le calcul car c’est
0

En résumé, pour tout z € R, Fx(z) = {

3.0naP(X>3)=1-P(X<3)=1-Fx(3)=1—(1—c¥/0) =¢3
Pour calculer P(—2 < X < 3), on remarque que [X < 3] =[X < —=2]U[-2 < X < 3]. On a ici une
union d’événements disjoints donc :

P(2<X<3)=P(X<3)—P(X<-2)=Fx(3)—Fx(-2)=1—-e32-0=1-¢?2

3 Calculer une probabilité avec une variable a densité

Théoréme 3
Soit X une variable aléatoire réelle admettant une densité f. On note F'x la fonction de répartition de
X.

1. Pour tout a € R, P(X =a) = 0.
2. Pour tout a € R :

P(X <a) = /f ) dt = Fx(a),

PX>a)= P(X>a) = [ f(t)dt=1— Fx(a).

3. Pour tous réels a et b tels que a < b :

Pla< X <b) = <X <b)=Pla<X<b=Pla< X <b)
/f ) dt
= Fx(b) — Fx(a).

Démonstration :

1
1. Pour tout a € R et tout n € N*, [X =a| C [a——<X§a] donc :
n

1
0<P(X:a)<P<a——<X<a). (1)
n

1 1 N
Or P <a ——< XK a) = Fx(a) — Fx <a — —). A savoir redémontrer trés rapidement !
n n

Comme X est une variable a densité, F'x est continue sur R et donc en particulier en a.
1
On a donc lim Fx(a) — Fx (a — —) = Fx(a) — Fx(a) = 0.
n—-+o0o n
On déduit donc de 'encadrement (1) que P(X =a) = 0.
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2. [X <a]=[X =a]U[X < a]. Les événements [X = a] et [X < a] étant disjoints, on a :
P(X<a)=P(X=a)+P(X<a)=0+P(X <a)=P(X <a).
De méme, P(X > a) = P(X > a).
Par définition de la fonction de répartition, P(X < a) = Fx(a) = /a f(t) dt

“+o00 a +oo
Etona P(X >a)=1—P(X <a)=1-Fx(a) = f(t) dt—/ f(t) dt = f(t) dt
3. [a< X <b=[X=aU[a < X <. Les événements [X = a] et [a < X < b] étant disjoints, on a :
Pla<X<b)=PX=a)+Pla<X<b)=0+Pla<X <b)=Pla<X <b).

De méme pour les autres encadrements.
Et [X <b] =[X <a]U[a < X < b] (union disjointe) donc :

Pla< X <b)=Fx(b /f dt—/ Ft) dt = /f

Remarque :
La probabilité de 1'événement [a < X < b] est donc l'aire sous la courbe représentative de f entre les

points d’abscisses a et b.

4 Support d’une variable a densité

Propriété 1

Soit I un intervalle de la forme [a;b], |a; b], [a; b] ou |a; b] avec (a,b) € R et a<b.
Soit X une variable aléatoire réelle a densité et f une densité de X.

Si f est nulle en dehors de [ alors :

Ve<a, P(X<z)=0, et Ve>b, P(X>z)=0.

Démonstration :

e Supposons que z < a. On sait que P(X < z) = / f(t) dt. Or f est nulle en dehors de I donc en

particulier f est nulle sur | — oo; x| dans ce cas précis.
Ainsi, P(X < z) =0.
+o0
e Supposons que x > b. On sait que P(X > z) = f(t) dt. Or f est nulle sur [z; +oo].

Ainsi, P(X > z) = 0.

Convention :

Sous les hypothéses de la propriété précédente, on peut donc affirmer qu’il est presque impossible que
X prenne des valeurs inférieures & a ou des valeurs supérieures a b.

On autorise alors ’abus de langage suivant : « X(Q) C I ».

Et si, sur 'intervalle I, f ne s’annule pas ou s’annule en des points isolés, on écrira méme « X (Q) = I ».

Ezxemples 5 :
e Exemple 2 : pour la VAR de I'exemple 2 on a X (1) [O, g}

e Exemple 3 : pour la VAR de 'exemple 3 on a X () = R.
e Exemple 4 : pour la VAR de l'exemple 4 on a X (Q2) = [0; +00[ = R*.
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5 Pour fabriquer un ezercice...

Théoréme 4
Soit F' une fonction de R dans R. Si :

(i
(iii) F est croissante sur R,

lim F(z)=1et lim F(x)=0,
T—+00 T——00
alors il existe un espace probabilisé (2, 7, P) et une variable aléatoire & densité X définie sur cet
espace, tels que F' est la fonction de répartition de X.
De plus toutes les fonctions f positives ou nulles et telles que F'(z) = f(z) en tout point x ou F est

dérivable, sont des densités de X.

Conseils méthodologiques :
Il faut bien noter la différence avec le théoréme 1. Ici on ne sait pas que F’ est une fonction de répartition,
il y a donc plus de choses a vérifier. Les deux derniers points sont automatiquement vérifiés lorsque F
est une fonction de répartition.

Exemple 6 :
On considére la fonction F' définie par :
(0 stz < —1
1 — /=
. > L s —1<2<0
F(z) =
1
+2\/5 si0<z<1
1 stz >1

\

Montrer que F' est la fonction de répartition d’une variable a densité que 1’on notera X et déterminer
une densité de X.

(i) Sur ] — oo; —1[ et sur ]1; +oo[, F est une fonction constante donc de classe €. Sur | — 1;0[ et sur
10; 1[, F est de classe € comme composée de fonctions usuelles de classe €.

Donc F est € sur R\ {—1;0;1}.

(ii) D’aprés le point précédent F est aussi continue sur R\ {—1;0;1}. La continuité ne pose probléme
quen -1, 0 et 1. Or :

1
imF=1lmF=0=F(-1) limF:limF:§:F(O) liszliIJranle(l)
1- 1

—1- -1+ 0- o+

Donc F est continue sur R.
(iii) Sur R\ {-1;0;1} :

0 sier<—1louz>1
1

Fl(z) = 4\1/—_x
4/

Ainsi, pour tout z € R\ {—1;0; 1}, on voit que F'(x) > 0.
Cela nous permet de dire que F' est croissante sur | — oco; —1[, sur | — 1; 0], sur ]0; 1] et sur |1; +oo.

(ATTENTION il est INTERDIT de dire qu'une fonction est croissante sur un domaine qui n’est
pas UN intervalle.)

si —1<z<0

si0<z<1

Comme F' est continue sur R, on peut ici affirmer que F est croissante sur R.
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(iv) Enfin lim F(z)=0et lim F(z)=1.
T——00 T—+00
On peut donc dire que F' est la fonction de répartition d’une variable aléatoire X a densité. Une densité
de X s’obtient en utilisant la dérivée de F' la ou elle est définie et en « complétant » les point manquants
par des valeurs positives ou nulles. Une densité de X est donc par exemple :

1
si0<|z| <1
fx) = q 4v/]z]

0 sinon

y/\

[y
<
—

o¥

0 1 i 0 1
Représentation graphique de F' Représentation graphique de f

Remarque :
On fera bien ATTENTION a la différence d’énoncé entre 'exemple 3 et 'exemple 6!!!!

IIT Moments d’une variable & densité

1 Espérance

a Définition

Définition 3
Soit X une VAR de densité f.

“+oo
On dit que X admet une espérance si, et seulement si, I'intégrale / tf(t) dt est convergente.

— 00

+o0o
L’espérance de X est alors le réel noté E(X) défini par : E(X)= / tf(t) dt.

[e.e]

Exemple 7 :
6x(1 —x) sixe(0;1]

Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = { )
0 sinon

1. Montrer que f est une densité d’une variable aléatoire X.

2. X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.

1. (i) Comme z(1 —x) > 0 pour x € [0;1], f est bien une fonction positive.
(ii) De plus on vérifie facilement que f est continue sur R.

(iii) Sous réserve de convergence :

+oo 0 1 +o00
f(a:)d:c:/ 0d:c+/ 6z(1 —x) d:c+/ 0 dz.
- 0 1

—00

0 400 1
/ 0 dz et / 0 dz sont évidemment convergentes et / 6x(1—x) dz n’est pas une intégrale
1 0

oo
impropre donc elle est convergente.
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+oo
Donc / f(z) dx est convergente et :

—+o00 1
f(z) dx:()—i-/ (6 — 62%) dz + 0 = [32* — 22°]) = 1.
oo 0

Donc f est une densité de probabilité et ainsi f est une densité d’'une VAR X.

2. Sous réserve de convergence :

E(X):/+Ooxf(x) dx:/O de+/016x2(1—x) dx+/1+000dx.

[e.e] —00

0 400 1
/ 0 dz et / 0 dz sont évidemment convergente. / 62%(1 — x) dz n’est pas une intégrale
—00 1 0
impropre donc elle est convergente.

+o0o
Par conséquent / xf(x) dx est convergente et X admet donc une espérance. De plus :

—00

1 1

3 1
E(X) :0+/ (627 — 62%) dz + 0 = |:2$’3——ZL‘4:| —
0 2 ], 2

Ezxemple 8 :

0 siz<l
Soit X une variable & densité dont une densité est la fonction f définie sur R par f(z) = o
— siz >
2
X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer.
Sous réserve de convergence :

E(X):/+Ooscf(:c) dx:f de+/1+ooédx.

o (e}

1
/ 0 dx est évidemment convergente.
—0o0

+oo
On a vu plusieurs fois dans le chapitre sur les intégrales généralisées que / — dx est divergente. (A
;T
vous de vérifier si vous savez bien le faire!)

“+o0o
Donc / xf(x) dx est divergente et donc X n’admet donc pas d’espérance.

—00

b  Propriétés

Propriété 2
Soit X une variable de densité f et admettant une espérance.
Si f est nulle en dehors d’'un intervalle I alors E(X) € I.

Propriété 3
Soit X une variable de densité f et a et b deux réels.
Si f est nulle en dehors de [a; b] alors X admet une espérance et E(X) € [a; b].
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Démonstration :

Sous réserve de convergence :

E(X):/+Ootf(t) dt:/a t><0dt+/abtf(t) dt+/b+oot><0dt.

00 —00
cvgte et =0 cvgte et =0

De plus ¢ — [tf(t)| est continue sur [a;b] éventuellement privé d’un nombre fini de points et

vt € [a;b],  |tf(t)] < max(|al,[b])f(?).
Comme / f(t) dt est convergente, par théoréme de comparaison pour les intégrales de fonctions
b
positives, on peut affirmer que / tf(t) dt est absolument convergente donc convergente.

b
Ainsi X admet une espérance et F(X) = / tf(t) dt

De plus :
vt € [a; 0], af(t) < tf(1) < Of(t)
b
/ fit)dt < E(X)<b / f(t) dt croissance de l'intégrale
NI

=1
—a < E(X) < b,

On a donc bien montré que E(X) € [a; b].

—l

Conseils méthodologiques : N
On peut utiliser cette propriété en exercice pour montrer rapidement que X admet une espérance
lorsqu’une densité de f est nulle en dehors d’un segment. (On utilise plus rarement la deuxiéme partie
de la propriété, on peut s’en servir pour vérifier la cohérence de nos calculs.)

On pourra adopter la rédaction suivante : « f est une densité nulle en dehors du segment [a;b] donc

+00
/ tf(t) dt est convergente, c’est-a-dire X admet une espérance. »

o0

Théoréme 5 : Linéarité de ’espérance

— Soit X une VAR & densité admettant une espérance. Alors pour tout réels a et b, aX + b admet
une espérance et E(aX +b) = aE(X) + b.

— Soient X et Y deux VAR a densité admettant une espérance.
Alors X +Y admet une espérance et E(X +Y) = E(X) + E(Y).

Remarques :

— Résultat admis en BCPST.

— Dans le deuxiéme point on ne dit pas que X + Y est une variable & densité car ce n’est pas toujours
le cas (par exemple X + (—X) = 0 est une variable finie donc pas & densité). Le théoréme assure
juste l'existence de I'espérance de X + Y.

— On verra plus loin dans le cours comment montrer que aX + b est une variable a densité.

Théoréme 6 : Théoréme de transfert

Soient X une VAR de densité f et g une fonction continue sur R sauf éventuellement en un nombre fini
+o0o
de points. La variable aléatoire g(X) admet une espérance si, et seulement si 'intégrale / g(t)f(t) dt
—o0

est absolument convergente et dans ce cas :
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2  Moment d’ordre r

Définition 4
Soit € N*. On dit que X admet un moment d’ordre r, noté m,(X), si, et seulement si, l'intégrale

+00 +oo
/ x" f(x) dx est convergente et on a m,.(X) = / " f(x) dx.

[e o] —00

3 Variance et écart-type

Toutes les propriétés a connaitre sur la variance ont été énoncées dans le chapitre « Concepts de base
sur les variables aléatoires ».

Ezxemple 9 :
Soit X une VAR dont une densité f est définie par f(z) = 6z(1 —z) si € [0;1] et f(x) = 0 sinon.

1
Nous avons vu que F(X) = —.

X admet-elle une variance ? Si oui, la calculer
Il nous reste ici a vérifier que X admet un moment d’ordre 2 et a le calculer. Sous réserve de convergence :

E(XZ):/+OO:E2f(x) dx:/0 de+/016x3(1—x) dx+/1+oo()dx.

[e.e] —00

0 400 1
/ 0 dx et / 0 dz sont évidemment convergente. / 62°(1—2) dx n’est pas une intégrale impropre
—00 1 0
donc elle est convergente.

“+oo

Par conséquent / 2 f(x) dz est convergente et X* admet donc une espérance. De plus :

—00

! 3, 64" 3
E(X*) =0 62° — 62*) dv + 0= |=2* — —2°| = —.
(X?) + /0 (6z z%) dx + 5% T % S0
D’apreés la formule de Koenig-Huygens, X admet une variance et on a
3 1 1

V(X) = B(X*) - B(X)’ = - 2 = =

Exemple 10 :

2
Soit X une VAR dont une densité f est définie par f(z) =0siz <1let f(z)= 5 siz > 1.
T

X admet-elle une espérance ? Si oui, la calculer. Méme question pour la variance.
Sous réserve de convergence :

E(X):/+Ooa:f(x) dxz/l de+/1+m%dx.

—00 — 00

1
/ 0 dx est évidemment convergente et vaut 0.
—00

A g 214 oo o
De plus, lim — dr= lim |——| =2, donc / — dx est convergente et vaut 2.
A—too J; a2 Aostoo | |, . a2

“+o0o
Donc / xf(z) dz est convergente ce qui signifie que X admet une espérance qui vaut

1 +002
E(X):/ 0d:c+/ = dr=2.
_ 1 xXr

o0
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Sous réserve de convergence :

E(XQ):/+OO:c2f(:c) d:c:/_1 de+/1+m%dx.

—00 o0

1
/ 0 dz est évidemment convergente et vaut 0.

o
— dx est divergente. (Ce n’est pas une intégrale de référence mais une nouvelle fois, je ne refais

[
1 X

pas le calcul ici.)
400
Donc / 2% f(z) dz n'est pas convergente et ainsi X n’admet pas de moment d’ordre 2 et donc

o 0]
n’admet pas de variance.

IV  Lois usuelles

1 Loi uniforme
Il s’agit ici de la loi la plus simple pour les variables aléatoires a densité. Elle correspond au fait de

choisir au hasard un réel dans un segment |a; b[.

Définition 5
Soient a et b deux réels tels que a < b. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi uniforme sur

]a; b[, et on note X < % (]a; b]), si une densité de X est la fonction f définie par :

ft)y=<¢b—a =
0 sinon b—a

si t €la; b 1 Lo (£):

Remarque :
On peut rencontrer le vocabulaire et la notation pour une loi uniforme a densité sur [a; b].

Propriété 4
La fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi uniforme sur ]a; b[ est :

0 six <a
F(z) = Z:Z sia<z<b.
1 siz>b

Démonstration :
Par définition de la densité, on sait que la fonction de répartition de X est donnée par F'(x) = / f(t) dt.

— Siz <asur]|—oo;z] onaf(t):0etdoncalorsF(:E):/ 0 dt = 0.
K r_:c—a

a X 1
— Sia <z <balors F(z) = dt dt = = :
Sia<x alors F(x) / 0 +/a p— 0+{b—a T

a

a - b T b
1 t h—
Six>balorsF(:E):/ 0dt+/ dt+/0dt20+[ } +0= “_ 1
—00 a b—a b b—a a b—a
On a donc bien le résultat demandé.
O
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Voici la représentation graphique de la densité et de la fonction de répartition d’'une VAR suivant une
loi uniforme sur [1;3] :

Zf,\ Zf,\
0,5
0 1 x 0 1 x
Densité de la loi 7(]1;3]) Fonction de répartition de la loi % (]1; 3|)

Théoréme 7
Soit X une VAR & densité suivant une loi uniforme sur [a; ).
Alors X admet une espérance et une variance et

_a+b
2

E(X)

Démonstration :

Sous réserve de convergence :

400 a b t 400
E(X):/ tf(t) dt:/ 0dt+/ ; adt+/ 0 dt.
— 0 —0 a YT b

a +00
/ 0 dt et / 0 dt sont évidemment convergentes et valent 0.
b

—00

t—

b
t
est continue sur [a; b] donc / b dt n’est pas une intégrale impropre et est donc conver-
—a . b—a

gente. Donc X admet une espérance et :

E(X) =0+

£27° b? — a? a+b
b—a ’

2 a+O:2(b—a) T2

Par définition de la variance, X admet une variance si, et seulement si, (X — E(X))? admet une
espérance et dans ce cas V(X) = E ((X — E(X))?).
D’aprés le théoréme de transfert, (X — E(X))? admet une espérance si, et seulement si,
+oo
/ (t — B(X))* f(t) dt est absolument convergente.

[e o]
Sous réserve de convergence (absolue) :

+o0 b\ 2 a bq b\ 2 +oo
V(X)Z/ <t—a; ) f(t)dt:/ Odt+/ b_@(t—“é) dt+/b 0 dt.

a “+o0o
/ 0 dt et / 0 dt sont évidemment convergentes et valent 0.
b

[e.e]

1 b\ p! b
t— ; <t — a; ) est continue sur [a;b] donc / ; <t — a; ) dt n’est pas une intégrale
—a . b—a

impropre et est donc convergente.
Donc X admet une variance et
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2 Lot exponentielle

Définition 6
Soit A un réel strictement positif. On dit qu’une variable aléatoire X suit la loi exponentielle de
paramétre A, et on note X — &(\), si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

0 sit<0 -~
(6) = {A D = A )

Propriété 5
La fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de paramétre \ est :

F<x):{o siz<0

1—e™ siz>0

Démonstration :

On a pour tout réel z, F(z) = / f(t) dt.

— Siz < 0 alors pour tout t €] — oo;z], f(t) = 0 et donc F(:L’):/ 0 dt = 0.

—00

0 T
— Sixz >0, F(a:):/ Odt—l—/ e M dt = [—e_)‘t]gzl—e_’\x
0

—00

|

Voici la représentation graphique de la densité et de la fonction de répartition d’une variable aléatoire
suivant une loi &(1) :

y/\ y/\

1 1

0 1 x 0 1 x
Densité de la loi &(1) Fonction de répartition de la loi &'(1)

Théoréme 8
Si X suit une loi exponentielle de paramétre A > 0 alors X admet une espérance et une variance et :
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Démonstration :

Calculons uniquement l’espérance.
Sous réserve de convergence :

E(X):/+Ootf(t) dt:/o 0dt+/0+ooAte—” dt.

[e.e]

0
/ 0 dt est évidemment convergente et vaut 0.
—0o0

La fonction ¢ — e est continue donc le probléme se pose uniquement en +o0.
Soit A > 0. Par IPP (a rédiger proprement) :

A A A e—)\A 1
/ Xe N dt = [—te ] |+ / e M dt = —Ae M — + <
0 0 A A
e—)\A 1 1 +o00 1
Or lim —Ae ™M — + — = — donc / Mte ' dt est convergente et vaut —.

+o0o 1
Ainsi / tf(t) dt est convergente donc X admet une espérance et E(X) = T

(e o]

Remarque :
Il est astucieux de voir que dans ce théoréme se cachent deux nouvelles intégrales de référence. On

+00 +00
pourra donner la nature et la valeur de Aze ™ dz et / \zZe ™ dx en se référant a espérance et

0 0
au moment d’ordre 2 d’'une VAR qui suit la loi exponentielle de paramétre .

Théoréme 9 : Caractérisation de la loi exponentielle
Soit X une variable & densité, qui n’est pas la variable certaine nulle et qui est a valeur dans R™.
X suit une loi exponentielle si, et seulement si :

V(s,t) e R" xRY, Px-q(X 2s+1t)=PX >1). (1)

Remarque :
L’égalité () est équivalente & P(X > s+t) = P(X > s)P(X > t).

Définition 7
Une variable a densité vérifiant 'égalité (I]) est dite sans mémoire.

Démonstration :

Nous n’allons ici démontrer qu’un sens de I'équivalence :
Soit X suivant la loi &(\). Alors pour tout réels s et ¢ positifs :

P(XZs+tiN[X >s]) PX>=s+t)

P SX> t: =
beg(X 2 5 4+1) P(X > s) P(X > s)

s

+o0
Or P(X >s) = / Ae™ dz = [—e ] = e et de méme P(X > s +t) = e 6+ Donc :

e—)\(s—I—t)
Pxsq(X 2 s+1) =

ef)\s
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8 Loi normale

a Lol normale centrée réduite

Définition 8
On dit qu'une variable aléatoire X suit la loi normale centrée réduite si elle admet pour densité la

fonction f définie sur R par :
1 t?
t) = —exp| —= ).
)= e (-5)

On note X — 47(0,1).

Remarque :
Pour vérifier que f est une densité de probabilité, il faut se souvenir que nous avons admis que

—+o0
/ e /2 dg = V2.

oo
Voici la représentation graphique de la densité d’une loi normale centrée réduite :

y/\
0,5+
' ’
0 1 T

Densité de la loi .A47(0,1)

Définition 9
La fonction de répartition d’une variable aléatoire suivant la loi normale centrée déduite est la fonction
® définie par :

r 1 £2
Vo € R, O(x) = / ——e 7 dt.
oo V2T

Remarque :

La fonction de répartition d’'une VAR suivant la loi normale centrée réduite ne peut pas s’exprimer
avec les fonctions usuelles. La lettre ® est une notation universelle pour se référer a cette fonction.

Il faudra bien savoir utiliser les propriétés que nous allons mettre ci-dessous.

Propriété 6
Soit @ la fonction de répartition d'une VAR X suivant la loi .47(0,1). Alors :

1. ® réalise une bijection de R dans |0; 1[;
1
2. (0) = =;
( ) 27
3. Vz e R O(—z) =1—O(x).

Démonstration :

22

1. La fonction ® est une primitive de x e~ 2 qui est continue et strictement positive sur R.

1
V2T

Donc @ est de classe €' et strictement croissante sur R.
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D’aprés le théoréme de bijection monotone, ® réalise donc une bijection de R sur

| lim ®(x); lim ®(z)[=]0;1],
T——00 T——00
d’aprés les propriétés d'une fonction de réparation d’une VAR.

0
1 2
2. On sait que ®(0) = / e dt. On sait aussi que

—e 2
—oo V2T —co V2T
1 2
V2T

+o0 1 2

t

dt = 1.

. _ = . , , . . 4
Comme la fonction ¢ — e~ 2 est paire, on a démontré dans le chapitre sur les intégrales que :

too t2 d 0 1 t2 q
e 2z dt=2 e 2 dt.
/;oo V2T /—oo V2T

1
On a donc bien ¢(0) = 3"

3. Tout repose encore ici sur le fait que la densité est paire. Pour tout x € R :

B(—x) = / ) at

x

= f(=u)(—= du) changement de variable u = —t, € et strictement décroissant
+oo
+o0o

= f(u) du=1— ®(x).

Définition 10

— La fonction @' s’appelle la fonction des quantiles.
— Pour tout a €]0; 1[, on note u, = ® '(a) (notation universelle). Le réel u, s’appelle le quantile
d’ordre o.

Remarque :
Ce vocabulaire sera trés important pour le chapitre sur les statistiques. Il est important de savoir
trouver une valeur approchée de ces quantiles grace a votre calculatrice ou a Python.

Théoréme 10
Soit X qui suit une loi normale centrée réduite. Alors X admet une espérance et une variance et :

Démonstration :

On note f la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
“+oo

Montons que l'intégrale / xf(x) dx est convergente.

s .
La fonction z — z f(z) est impaire. Il suffit donc de montrer la convergence de l'intégrale / zf(x) dz.
0

Le probléme se pose uniquement en +oo.

A
1 2,914 1 2 1
xf(x dx:—[—e_“” /2] :—(l—e_A/Z)—>— uand A — +o0.
/0 fl@) V2T 0 \2rm V2T b
+o0 +oo
Ainsi, / xf(z) dx est convergente et donc / zf(z) do aussi.
0 —00
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+oo
X admet donc une espérance et E(X) = / xf(x) dr = 0 (car intégrale d’une fonction impaire sur
un intervalle symétrique par rapport a 0). )

Comme la fonction o +— 22 f(z) est paire, pour montrer que X admet un moment d’ordre 2, il suffit de
“+o0o
montrer que l'intégrale / 2% f(x) do est convergente.
0

Le probléme se pose uniquement en +o0o. Par intégration par parties (avec les fonctions utilisées de
classe €*) :

A
1 2 2
22 f(x) de = — |—ze™® /2 / /2 g
/0 f< ) 2T [ \/271’
—Ae=A%/2 1

= + _362/2 dz

J_ V27 o

e 2/2

dr quand A — +oo.

0 " /*“’ L g, ] /*00 L e g, |
I Oon sal ue —C r = — —e T = —

b 0o V2T 2 ) V21 2
+00

Ainsi, 2% f(x) dz est convergente, donc X admet un moment d’ordre 2, et donc une variance, et

0
d’aprés la formule de Koenig-Huygens :

b  Loi normale de Laplace-Gauss

Définition 11
Soit p un réel, et o un réel strictement positif. On dit que X suit la loi normale de parameétres
(p, 02) si elle admet pour densité la fonction f définie sur R par :

)= e (-0

o\ 2w

On note X < A (u,0?).

Voici la représentation graphique de la densité d’une loi normale.

y}\
1

oV 2T

_/

0 H

SR

Densité de la loi A (u, 0%)

Cours BCPST2 Page 20 VAR & densitél



Propriétée 7

X —
X suit une loi normale de paramétres (u, 0%) si, et seulement si, X* = " suit 1a loi normale centrée

réduite.

Remarque :
Cette propriété sera démontrée dans la partie suivante.

Théoréme 11
Si X — A (u1,0°) alors X admet une espérance et une variance et :

Démonstration :

C’est immeédiat avec la propriété précédente en écrivant X = o X™ + pu.

V  Exemples de fonction d’une variable & densité

Le but de cette partie est, étant donné une variable a densité X, d’apprendre a déterminer la loi la
variable Y = ¢g(X). La marche a suivre est la suivante :

1. Déterminer le support de Y : Y(Q).

2. Si Y (Q2) est un ensemble fini ou dénombrable : cela signifie que Y est une VAR finie ou
discréte, on détermine donc sa loi en calculant P(Y = i) pour chaque i appartenant a Y ().

3. Si Y(Q2) n’est pas un ensemble fini ou dénombrable : on essaye de montrer que Y est une
variable a densité en suivant les étapes ci-dessous.

a) Calculer la fonction de répartition de Y (on aura besoin pour cela de la fonction de répartition
de X).

b) Montrer que Y est une variable & densité en utilisant le théoréme 1 ou en reconnaissant une loi
usuelle.

c¢) Déterminer une densité de Y.

1 g est affine

Exemple 11 :
Soit U une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1;1]. On considére la variable aléatoire
Y =1—2U. Déterminons la loi de Y.
— Etape 1 : support de Y
On remarque tout d’abord que U(Q2) = [—1; 1] donc Y (Q) = [-1; 3].
Comme Y () n’est pas un ensemble fini ou discret on peut penser que Y va étre une VAR a densité.
— Etape 2 : fonction de répartition de Y
Soit Fy la fonction de répartition de Y. Par définition, Vo € R, Fy (z) = P(Y < z).
Grace a Y () on peut tout de suite affirmer que si x < —1, Fy(z) = 0 (événement [Y < 2] impossible)
et siz > 3, Fy(x) =1 (événement [V < x] certain).
Soit maintenant x € [—1;3]. On a :

Fy(g;):P(Ygg;):P(l—ngx):P(U> 1_‘”):1—FU(1_”3).

\
)
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0 sit<1

Or on sait que Fy(t) = % site[-1;1].
1 sit>1
Comme = € [—1;3], I—Tx € [-1;1]. Donc Fy(z) =1— 1T$2+ L le.
0 sixz < —1
En résumé Fy (z) = le_l si —1<x<3.
1 six >3

— Etape 3 : vérifier que Y est une variable a densité
On remarque que Fy est la fonction de répartition d’une loi uniforme sur [—1;3] donc on peut
directement conclure que Y est une variable a densité qui suit la loi % ([—1;3]).
Si on ne repére pas de loi usuelle, alors il faut montrer que Fy est une fonction € sur R privé d’un
nombre fini de points et €° sur R.

— Etape 4 : donner une densité de Y

1
- s —1<x<3

On connait une densité d’une loi uniforme donc une densité de Y est fy(z) = < 4 ST
0

sinon.
St on a pas repéré de loi usuelle, une densité de 'Y s’obtient en dérivant G la ot c’est possible et en
complétant les points manquants par une valeur arbitraire positive ou nulle.

Avec la méme méthode que dans cet exemple on peut démontrer la propriété 7 qui montre que toute
les lois normales sont liées a la loi normale centrée réduite :

Démonstration de la propriété 7 :

— Supposons que X < A (u, 0?).
Comme X (2) =R, on a X*(2) = R. Soit Fx- la fonction de répartition de X*.
Pour tout réel x :

Fy-(z) = P(X* < z)

X —
g

=P(X <ox+p) car o > 0
ox+p 1 (t _ M)Q
= —— | dt.
/_oo oV 2T P < 202 )

t—
On pose alors u = T e changement de variable est €' sur | —o0o; o2+ et strictement croissant.
o

dt
On a de plus du = — et u varie entre —oo et x.
o

| u?
On obtient donc Fx«(z) = / \/?e’T du. On reconnait la fonction de répartition de la loi normale
—00o v

centrée réduite. Ainsi, X suit bien une loi normale centrée réduite.

— Supposons que X* < A47(0,1).
Comme X*(2) =R, on a X(2) = R. Soit Fx la fonction de répartition de X.
Pour tout réel x :
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u<x) car X =0 X"+

+
= <X*<x—,u> car o >0
o

x
On pose alors u = ot + pu. Ce changement de variable est €' sur }—oo; —N} et strictement
o

croissant.
On a de plus du = o dt et u varie entre —oo et x.

T 1 _ 2
On obtient donc Fx(x) = / 5 exp (_(u272,u)) du. On reconnait la fonction de répartition
oo OV 2T o

de la loi normale de paramétres p et 0.
Ainsi, X suit bien une loi normale de paramétres p et o.

Propriété 8
Si X suit la loi normale .4 (p1, 0%) alors aX + b (avec a # 0) suit la loi normale A (ay + b, a*c?).

2 Fonction carrée

Exemple 12 :
Soit X une variable aléatoire suivant la loi uniforme sur [—1; 1].
On considére la variable aléatoire Y = X?. Déterminons la loi de Y.
— Etape 1 : support de Y
Comme X (Q2) = [-1;1], on a Y(Q) = [0; 1].
— Etape 2 : fonction de répartition de Y
Par définition, Vo € R, Fy(z) = P(Y < 2)

Grace a Y () on peut tout de suite affirmer que si x < 0, Fy (z) = 0 (événement [V < z]| impossible)

et siz > 1, Fy(x) =1 (événement [Y < x] certain).
Soit maintenant x € [0;1]. On a

Fy(r) =P <z)=P(X*< 1)
= P(|X]| < V) racine carrée strict. croiss. sur RT
= P(—/z < X < V) pte de la valeur absolue
= Fx (V1) — Fx(—/1) car X VAR a densité

(=1
(=1)

B
|
|
Naw”
|
—_
1R
|

Vr e[0;1] C [-1;1] et — o € [-1;0] C [-1;1]

0

0 stz <0
En résumé Fy (z) = S Vx six € [0;1].
1 sixz>1
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— Etape 3 : vérifier que Y est une variable a densité
La fonction z + 0 est de classe € sur | — oo; 0].
La fonction  — /7 est de classe ¢ sur ]0; 1].
La fonction o ~— 1 est de classe € sur |1; 4+o0].
Donc Fy est de classe " sur R\ {0;1}.
Par conséquent Fy est continue sur R\ {0;1}.
De plus lim Fy(z) =0= lim Fy(z) = Fy(0) et lim Fy(z) =1= lim Fy(z)= Fy(1).

z—0~ z—0t r—1— z—1t
Donc Fy est en fait continue sur R.

On en déduit donc que Y est bien une variable & densité.

— Etape 4 : donner une densité de Y
Une densité de Y s’obtient en dérivant Fy la ot c’est possible et en complétant les points manquants
par une valeur arbitraire positive ou nulle.

0 siz<0Oouzx>1

Donc en posant, pour tout z € R, fy(z) = 1 i on obtient une densité de Y.
— si0<ax <1

2Vx

3 Fonction exponentielle

Exemple 13 :
Soit X une variable aléatoire suivant la loi normale centrée réduite.
On considére la variable aléatoire Y = e*. Montrons que Y est une variable a densité et déterminons
une densité de Y.
— Etape 1 : support de Y
Comme X (©2) =R, on a Y () =|0; 4o0].
— Etape 2 : fonction de répartition de Y
On note usuellement ® la fonction de répartition de X. On rappelle que pour tout z € R :

2
e T dt.

1
oo V2T

Calculons la fonction de répartition de Y : Vo € R, Fy(z) = P(Y < z).
Siz <0, Fy(z) =0 car 'événement [Y < x] est impossible.
Soit maintenant x > 0. On a alors

2
:

Y
P(X 1
O(In(x)).

0 siz <0
d(In(z)) siz>0
— Etape 3 : vérifier que Y est une variable a densité
La fonction o ~— 0 est de classe € sur | — 00; 0] donc Fy est de classe " sur | — oo; 0].
Les fonctions x + In(z) et u + ®(u) sont de classe € sur, respectivement, ]0; +oo[ et R. Par
composée, Iy est de classe €' sur ]0; +oo].
En résumé Fy est de classe €' sur R*.

Fy est donc aussi continue sur R*.
De plus lim Fy(z) = lim 0 =0 = Fy(0).
z—0~ z—0~
Et lim Fy(z) = lim ®(In(z)) = lim ®(u) =0.
z—0t z—0t U—>—00
Donc Fy est continue en 0 et ainsi Fy est continue sur R.
On en déduit que Y est bien une variable a densité.

n(x )) In strictement croissante sur R

En résumé Fy (z) = {
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— Etape 4 : donner une densité de Y
On sait qu'une densité de Y vérifie : Vo € R*, fy(x) = F}(z). On compléte en 0 par une valeur
arbitraire positive et on obtient :

0 six <0
VeeR, fy(z)= 1 _(n@p?

e 2 six > 0.
TV 2T

4 Fonction partie entiére

Exemple 14 :
On considére une variable aléatoire X suivant une loi exponentielle de parameétre 3 et la variable
aléatoire Y = | X | 4+ 1. Déterminons la loi de Y.
— Etape 1 : support de Y
On sait que X () = [0; +oo, donc Y (2) = N*.
On remarque que Y (€2) est un ensemble dénombrable donc Y est une VAR discréte.
— Etape 2 : loi de YV
Soit k£ € Y(2) = N*. On a alors

PY =k =P(X|+1=k)=P(|X|=k—-1)=Plk—1< X <k)

k
_ / 36737 g — e 3(k—1) _ o3k _ ef?’(k*l)(l B ef?’)
k-1

En résumé : Y(Q) = N* et P(Y = k) = e **"D(1 — 7). YV suit en fait une loi géométrique de

paramétre 1 — e,

VI Somme de variables a densité indépendantes

Définition 12

+o0
Soient f et g deux densités de probabilité. La fonction x f(t)g(z—1t) dt (lorsque cette intégrale

est bien convergente) s’appelle le produit de convolution de f et g. On la note f *g.
+o0 +oo

veeR,  (fxg)(z)= f)g(x —1) dt = flz —1t)g(t) dt.

Théoréme 12 : Loi de la somme de 2 variables a densité indépendantes

Soit X et Y deux variables aléatoires réelles a densité indépendantes. On note f une densité de X et
g une densité de Y.

La variable aléatoire Z = X + Y est une variable a densité dont une densité est la fonction h définie
par :

VweR @)= (Fro)e) = | fOga—t) di= [ Fle—tglt) dt

Remarques :
— Reésultat admis en BCPST.
— La formule du produit de convolution sera TOUJOURS rappelée dans les énoncés. Suivant la forme
de I'énoncé proposé par le sujet de concours, il sera attendu ou non de justifier la convergence de
cette intégrale impropre.
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Exemple 15 :

On considére X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X suit la loi uniforme sur [1; 3]
et Y suit la loi exponentielle de paramétre 2.

Déterminons une densité de la variable aléatoire Z = X + Y.

Notons f une densité de X et g une densité de Y. On a :

= Qe_2t1[0;+oo[(t).

site[1;3] 1 2e % sit>0
0 sinon

1
=12 — Slug(t)  g(t) =
0

sinon

On sait que, comme X et Y sont des variables a densité indépendantes, sous réserve de convergence
de I'intégrale ci-dessous, Z est une variable a densité dont une densité est la fonction A définie par :
+00
Vz € R, h(z) = ft)g(z —t) dt.

—00

Calculons h(z). Sous réserve de convergence :

o0 1
h(z) = / 51[1;3] (t) % 26_2(x_t)1[0;+00[(x — 1) dt

o0

+o0
= / 672(1%)]1[1;3] (t) x ]1]_00;35](15) dt

o0

+o0
- / e XM g0 oo (1) .

o0

Il nous faut maintenant mettre en place une discussion suivant la valeur de x pour déterminer la valeur
de [1; 3]N] — oo; z].
+oo

— Six <1, [1;3]N] — oo; 2] = 0, donc h(x) = / e 2@t » 0 dt = 0.
— Size[l;3], [1:3)N - c0;z] = [L:a] done

+oo z
h(z) = / 201 (1) dt = /1 e=2et) g

[e.9]

{1 2(mt):| v _ 1— e_Q(x_l).

2° 2

— Siz >3, [1;3]N] — oo; 2] = [1;3] donc

+o00 3
h(z) = / e 2 g (t) dt = [ 7270

o'} 1
3 Y Y
[ gy e e
2 X 2 '
0 six <1
1— 672(:1371) .
En résumé h est bien définie et h(z) = ¢ — 5 sil<z <3,
672(:1373) _ 672(:1371) . 5
>
5 six
Exemple 16 :
1
Soit f la fonction définie sur R par f(t) = Ty—1(2).

VI—122
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Tentons de calculer (f * f)(0). Sous réserve de convergence,

—+00 “+00

(f=f)(0)= f)f(=t) dt = f(t)? dt car f est paire

1
1
:/ SEIY
I

Cette intégrale est impropre en —1 et en 1. Etudions par exemple le probléme en 1 :

¢l “1/2 1/2 1 1
= 1o &= —5nll- 5 Il - da—1.
/0 11—t /0 1—t+1+t 2 n| a|+2n| + a| = +oo quand a

L’intégrale proposée est donc divergente. (f  f)(0) n’est pas défini.

Propriété 9

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes telles que X < A (u1,07) et Y < A (2, 05).
Alors X +Y est une variable aléatoire suivant la loi normale de paramétres (u; + pa, o5 + 03).

Ce résultat se généralise au cas de n variables aléatoires indépendantes suivant toutes une loi normale.

Démonstration :

Démontrons uniquement un cas particulier : on considére X et Y deux variables aléatoires indépen-
dantes telles que X et Y suivent la loi normale centrée réduite.

Déterminons une densité de la variable aléatoire Z = X + Y.

Notons f une densité de X et de Y. On a :

1
f(t) = e
) =75

On sait que, comme X et Y sont des variables a densité indépendantes, donc Z est une variable a

densité dont une densité est la fonction h définie par :

w|”w

—+00

h(x) = O f(x—1) dt

e _(t=(2/2))?
e 2x1/2 dt

J/

densité de la loi JV(%7%>

1 « 1
—e 4 X —V2r x 1
2We \/5 T

1 2
N

¢ VDR
Z suit donc la loi normale de paramétres (0, 2).
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