CORRECTION DU DEVOIR MAISON N© 15

Sujet de modélisation Agro-véto 2025

La quasi-totalité des réponses aux questions d’interprétation reprend ce qui est écrit dans le rapport du jury.

1. Un premier modéle : un modéle déterministe

1.1 Etude de la solution

) ) ) dm ) )
Q 1. m est exprimé en picogrammes et le temps est exprimé en secondes donc TS est exprimé en picogrammes

par seconde.
Donc a est exprimé en picogrammes par seconde et ¢ est exprimé en sTh
De méme, b et d sont en s~ .

Q 2. Lorsqu’on augmente ¢, ’ARN se dégrade plus vite donc m diminue et, par suite, p également.

Q 3.1. Comme ¢ >0, lim e =0et donc lim m(t) = a_ Moo
c

t—+o00 t—+o00
dm
Q3.2. On a W(O) =a—cm(0) = a — cmy.
Donc une équation de la tangente a la courbe représentative de m en 0 est y = (a — emg)t + my.
Q 3.3.
Yp
my < afc
1
mo > aj/c
0 1 x
Q4.1. Comme ¢>0etd>0,ona lim e = lim ¢ =0. Donc lim p(t):a—b:p
o ’ t—+o0 t—+o0 ' t—-Foo cd

Il s’agit de la quantité de protéines a I’équilibre du systéme, il est logique qu’elle soit d’autant plus élevée que
la transcription (donc a) et la traduction (donc b) soient intenses et d’autant plus faible que la dégradation
(donc ¢ et d) soit rapide.

b b
Q 4.2. pso est une fonction croissante en —. — peut étre assimilé au rapport de création sur dégradation de protéines
et donc plus il est élevé plus on a de protéines.

. ., . a a ~ TP L - . .
Q 4.3. poo est une fonction linéaire croissante en —. — peut étre assimilé au rapport de création sur dégradation
c

d’ARN et donc : plus il est élevé, plus on a de protéines.
1.2 Résolution en découplant par changement de base

a0+ 8= (1 5) (56)+ (5) = (oth Vot

—

d
On a donc bien (1) Tﬂ; = AZ¥+ B.

Q 5. Pour tout t € RT :
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Q 6.1. La matrice A est triangulaire donc on peut lire ses valeurs propres sur sa diagonale. Les valeurs propres de
Asont A\y = —1et Ay =—2.
A admet deux valeurs propres distinctes et A est une matrice de taille 2 donc (condition suffisante de
diagonalisabilité) A est diagonalisable.

1 1
On a aussi A <1> = - (1) et <1> = 0 donc <1> est un vecteur propre associé a la valeur propre —1.

Et enfin, A <(1)> = -2 <(1)> et (g) # 0 donc <(1)> est un vecteur propre associé & la valeur propre —2.

1

Q 6.2. <<1> , <0>> est une base de vecteurs propres de A donc en posant P = <1 1

1 1
_ -1 0 -1
amr( 0
Q 6.3. On a det(P) =1 donc, d’aprés la formule donnant I'inverse d’une matrice de taille 2, pl= ( 1 0>.

-1 1
Q7 Onaz=P ') = (_11 (1)> (’;é’?) _ (_m(’g(i)p(t))

On en déduit que :

> on a nécessairement :

dz; dm

- @ car zy =m
=a—m d’apreés le systéme (1)
=a—2z car z; =m

dzs dm dp

W:_F—FE car 29 = —m—+p
=—a+m+m—2p d’apres le systéme (1)
— —a—2(-m+p)
= —a— 22 car zo = —m+p

Z vérifie donc bien le systéme donné.

Q 8. Il s’agit de deux équations différentielles linéaire d’ordre 1 & coefficients et second membre constant. On peut
donc directement donner les solutions :

z1(t) =Cre " +a

+
Vte R 3 {22:026215_

a
2
avec Cy et C9 deux constantes réelles.

9. Onaz=P 'Zef=P7dncZ=|_~' |
Q naz e X Z, donc & <21—|—22

Ainsi, d’aprés la question précédente, pour tout t € R :
m(t) = z1(t) = Cre " +a

p(t) = z1(t) + 22(t) = Cret 4+ Cye 2t ¢ g.

m(0) = mo Ci+a=my
&= a
01+C2+§:p0

Clzmo—a
a
< 02=p0—m0+§
m(t) = z1(t) = (mg —a)e ' +a

a a
p(t) = (mo —a)e™" + (Po —mo + 5) e ¥4

En conclusion {
2
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Q 10. La premiére ligne du systéme (1) est en fait une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée uniquement
par m donc nous pouvons la résoudre sans probléme.

Ensuite il faudra substituer la solution trouvée pour m dans la deuxiéme ligne du systéme puis on obtiendra
une équation différentielle linéaire d’ordre 1 vérifiée par p que I'on est capable de résoudre.

2. Un second modéle : un modéle probabiliste

2.1 Introduction du modéle

Q 11.
Q 11.1. Au bout de 3 minutes, c’est-a-dire 180 secondes il y a eu :

— 3 transcriptions d’un brin d’ADN (donc apparition de 3 brins d’ARN, pas de changement de la
quantité de protéine)

— 2 traductions d’un brin I’ARN (pas de changement de la quantité d’ARN, apparition de 2 protéines)

— 2 dégradations d’un brin d’ARN (disparition de 2 brins d’ARN, pas de changement de la quantité
de protéine)

— 1 dégradation d’une protéine (pas de changement de la quantité d’ARN, disparition d’une protéine).

Avec les conditions initiales mg = 5 (on va supposer que cela veut dire 5 brins d’ARN) et py = 10 (on
va supposer que cela veut dire 10 protéines), on en déduit qu’au bout de 3 minutes il y a

5+3—2=06 brins d’ARN
10 +2 — 1 =11 protéines

Q11.2.

Ya

P
T
[ ]
I\
[
I\
[ ]
el

0 42 71 100 126 188200

]

Fonction ¢ — M;

]

0 55 138 151 200

Fonction ¢t — P;
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Q 12. — Cas de la réaction A : My, = My, , +1et Pr, = Pp,_,.
— Cas de la réaction B : M7, = Mr, | et Pr, = Pr, | + 1.
— Cas de la réaction C' : Mg, = Mg, , —1et P, = Pr,_,.
— Cas de la réaction D : My, = Mg, , et Pr, = P, | — 1.

2.2 Tirage aléatoire de la réaction

Q 13. C’est un indicateur de l'intensité de réaction dans le systéme : plus il est élevé et plus les réactions sont
fréquentes.
bM;

14. P(B) est une fonction de M; de la forme M, — ————————— avec K une constante.
Q (B) t YUK 4 (b+o)M

. . bz Kb ) ,
La dérivée de la fonction x — ————— est z — 3 donc cette fonction est croissante.
K+ (b+c)x (K + (b+c)x)

Ainsi, lorsque M; augmente & P, constant, P(B) augmente aussi.

Lorsque M; augmente & P; constant la proportion de brins d’ARN messager augmente par rapport a celle de
protéines ou de la quantité permanente d’ADN donc il y a plus de chance que la réaction tirée soit B ou C.
En revanche la probabilité de tirer A ou D diminue.

Q 15.

Q 15.1. Cette variable aléatoire suit la loi suivante :
X(Q)={0;1}, PX=1)=petP(X=0)=1—p.

Cette fonction simule donc une VAR qui suit une loi de Bernoulli de paramétre p.
Q 15.2. Soit ¢ € [0;1 —1]. On a

1—1 7 7 i—1
PlUE€ ij; ij =Fy pj | — Fu ij U est une VAR & densité
Jj=0  j=0 j=0 =0
i i—1 i i—1
=Y pi—) p car » pj, > pj € [0;1]
Jj=0 Jj=0 j=0 j=0
=p; = P(X =)

On procéde au départ de la méme maniére que pour la loi de Bernoulli en récupérant une simulation
d’une VAR suivant la loi uniforme sur [0;1] (fonction random()). Puis on teste dans quel intervalle
i—1 i

du type ij; Z pj| la valeur de la fonction random() se trouve. Si elle se trouve dans I'intervalle
=0 =0

i—1 %
E Dj; E pj| on renvoie a;.
Jj=0  j=0

Q 15.3. def loi_discrete_finie(liste_p):
I=len(liste_p)
X=random()
pcumul=0
for i in range(I):
pcumul= pcumul+liste_p[il
if X <= pcumul :
return i

Q 16. def reaction(Mt,Pt):
L=7['A",'B",'C','D']
Rt = a+(b+c)*Mt+d*Pt
Probas=[a/Rt, b*Mt/Rt,c*Mt/Rt,d*Pt/Rt]
return L[loi_discrete_finie(Probas)]
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2.3 Modélisation de la durée entre deux réactions

Q 17.1. Tl s’agit ici d’une question de cours car il faut redémontrer la propriété d’invariance temporelle de la loi
exponentielle.

—+00
Pour tout ¢t > 0, P(Ag) > t) = / Ty, e k1 du = e Ttho1t
t
On a aussi, pour tout ¢t,s > 0 :

P([Ag > t]N[Ak >t + 5]
P(Ar > t)
P(A >t +s)
- P(Ay > t)
exp(—r, (t+9))
exp(—ry,_,t)
= exp(—r,_,5) = P(Ag > 5).

Pagsg(Ap 2 t+s) =

car [Ag >t +s] C [Ag > 1]

d’aprés le calcul ci-dessus

On a bien P[Ak>t](Ak > t+ S) = P(Ak = S).

Q 17.2. La propriété précédente peut étre interprétée ainsi : la loi exponentielle est une loi sans mémoire (modélisation
des situations « sans vieillissement » ).

1
Q 18. E(Ag) = "
l—1
y a d’individu, et donc plus la durée entre deux réactions devrait étre faible. En choisissant r;, , comme

paramétre, on assure qu’ainsi la durée moyenne avant la prochaine réaction (si on refaisait 1’expérience une

infinité de fois) est E(Ag) =

. Tt,_, représente l'intensité avec laquelle ont lieu les réactions : plus 7, , est grand, plus il

, soit d’autant plus faible que r;, , est élevé.
te—1

Q 19. On sait que U(Q2) =]0;1] donc A(Q2) = R™T.
On a donc, pour z < 0, Fa(xz) = P(A < x) =0 car ’événement [A < z] est impossible.
Pour z > 0, on a

Fa(x) = P(A<z)=P(ln(U) > —px) car —pu <0
=PU >e M) car exp strictement croissante
=1—Fy(e ™) car U VAR a densité
=1—e car e " €]0;1]

La fonction de répartition de A est celle d’une loi exponentielle de paramétre p donc A suit un loi exponentielle
de paramétre .

Q 20. def duree(Mt,Pt):
Rt = a+(b+c)*Mt+d*Pt
return -np.log(random())/Rt
2.4 Simulation de trajectoire - Algorithme de Gillespie

Q 21. def trajectoire(tmax):

liste_T = [0]
liste_M = [mO]
liste_P = [p0]
i=20

while liste_T[i]<tmax
Delta = duree(liste_M[i],liste_P[i])
liste_T.append( liste_T[i]+Delta )
typeR = reaction(liste_M[i],liste_P[i])
if typeR=='A'
liste_M.append(liste_M[-1]+1)
liste_P.append(liste_P[-1])
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elif typeR=='B'
liste_M.append(liste_M[-1])
liste_P.append(liste_P[-1]+1)

elif typeR=='C'
liste_M.append(liste_M[-1]-1)
liste_P.append(liste_P[-1])

else :
liste_M.append(liste_M[-1])
liste_P.append(liste_P[-1]-1)

i=i+1
liste_T[i] = tmax
liste_M[i] = liste_M[i-1]
liste_P[i] = liste_P[i-1]

return [liste_T,liste_M,liste_P]

Sans les lignes 24, 25 et 26 la boucle s’arréterait au dernier instant de réaction avant tmax, ces lignes
permettent de rajouter les valeurs des trajectoires en tmax ce qui sera utile pour la partie 3.

3. Limite grande population

3.1 Propriétés théoriques

Q 22. Les intervalles de temps entre deux réactions étant aléatoires, deux trajectoires n’ont que trés peu de chances
d’avoir la méme liste de temps de réaction.

Les explications suivantes sont inutiles sur votre copie : Par exemple la trajectoire 1 peut avoir une
liste de temps [1,5,7] et la trajectoire 2 [2,3,8]. on va devoir modifier la trajectoire 1 pour que la liste des
temps soit [1,2,3,5,7,8]. Pour les temps rajoutés on insére dans liste_M et liste_P des valeurs identiques a
celles qui préceédent car aucune réaction n’a eu lieu au temps 2,3,8. On fait de méme pour la trajectoire 2.
On obtiendra alors deux trajectoires avec la méme liste_T et on pourra plus facilement faire la moyenne.

Q 23.
Q 23.1.

Q 23.2.

Q 23.3.

il est la position que l'on est en train d’examiner dans la trajectoire 1 et i2 est la position que 'on
est en train d’examiner dans la trajectoire 2. Si le test de la ligne 10 est positif, le temps de la réaction
numéro il dans la trajectoire 1 est plus petit que celui dans la trajectoire 2. On recopie les données de la
trajectoire 1 dans la nouvelle trajectoire 1 et on insére une nouvelle position dans la nouvelle trajectoire
2 au temps liste_T1[i1l] avec des valeurs de M et T inchangés par rapport & la position précédente
car il n’y a pas eu de réaction dans la trajectoire 2.

La commande i1=i1+1 assure que lors de la prochaine itération de la boucle on examinera la réaction
suivante dans la trajectoire 1 mais on ne modifie pas i2.

Remarque : Votre réponse doit étre plus courte et plus rapide, ne passez pas trop de temps sur ce type
de question.

Si une réaction a lieu simultanément dans les deux trajectoires on rajoute les positions correspondantes
dans chacune des trajectoires et on passe pour les deux trajectoires a la réaction suivantes.

Ce cas se présente au moins lorsque que l'on atteint la derniére position des deux trajectoires car par
construction (voit Q21 ) on s’est assuré que t,,q, soit la derniére valeur de la liste des temps.

La fonction aligne donne les valeurs des deux trajectoires en tous les points de 'union des deux supports
pour faciliter le calcul de la moyenne des deux trajectoires par la suite.

Q 24. def moyennes(tmax,n):

for i in range(n):
[liste_T,liste_M,liste_P] = trajectoire(tmax)

if i==0:
nbmoy = 1
Tmoy = liste_T
Mmoy = liste_M
Pmoy = liste_P
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else:
[Tmoy ,Mmoy,Pmoy,liste_M,liste_P]=aligne(Tmoy,Mmoy,Pmoy,liste_T,liste_M,liste_P)
for i in range(len(Tmoy)):
Mmoy [i] = (nbmoy*Mmoy[i]l+liste_M[i])/(nbmoy+1)
Pmoy[i] = (nbmoy*Pmoy[i]+liste_P[i])/(nbmoy+1)
nbmoy = nbmoy+1
return [Tmoy,Mmoy,Pmoy]

Q 25. La moyenne d’un nombre infini de trajectoires du modéle probabiliste est la solution du modéle déterministe.
C’est cohérent car le modéle déterministe fait I’hypothése implicite que la quantité de protéine est assimilable
a un flux et donc que le nombre de cellules est grand. La variance d’une trajectoire ne dépend pas du temps,
la variabilité est donc une qualité intrinséque de la population bactérienne. Plus celle-ci est grande et plus
la trajectoire sur un site peut étre différente de celle des autres sites. On verra en partie 3.1 que cette
caractéristique est importante car elle caractérise la capacité de la population bactérienne a s’adapter a son
milieu.

Q 26. D’aprés la propriété de linéarité de 1'espérance :

= S EE) = S p0) = pl).
=1

i=1

Les variables Pt(i) étant supposées indépendantes, par propriété de la variance on a

o2
V(P) = n2ZVP(Z 220 —;—>010rsquen—>—|—oo
i=1

Lorsque n augmente, la moyenne des trajectoires va se rapprocher de la trajectoire moyenne qui est la
trajectoire déterministe étudiée a la Partie 1.

Le rapport n’indique pas quelle illustration graphique est attendue ici.

3.2 Application a la problématique de survie de la population de bactéries.

Q 27. L’antibiotique affecte le flux de transcription d’ADN en le diminuant : il inhibe ’action de ’ADN. On s’attend
a ce que quand la dose d’antibiotique tend vers l'infini la probabilité d’extinction de la bactérie augmente,
idéalement qu’elle tende vers 1.

ab
Q 28. p" est la valeur de po, obtenue dans la question 4., on a donc p* = ok
c
Lorsqu’on change a par ae’ on a ps = ae_d
c
ab  ae % ab(l —e7?)

D *_ = =
oncp Poo cd  cd cd

Q 29. D’aprés l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev appliquée a la VAR Pt(i) qui admet bien une variance et pour
e = p" — p(t) qui est bien strictement positif on a

P <(P§“ - E(Pt(i))‘ >p - p(t)) < %
0,2

d’apreés la question 25.

P <‘Pt(i) —p(t)( >pt— p(t)) <
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Q 30. Nous avons admis que la fonction p est croissante. On a donc, pour tout ¢, p(t) < peo.

2 0,2

< .
(p* —p()? = (p* — peo)?
En remplagant p* — ps par la valeur trouvée a la question 28. on obtient que

PR 5025 —30) < (s )

Q 31. D’aprés la description faite de I'extinction on a

On en déduit que p* — p(t) > p* — po et donc

n
P(Extinction) = P (ﬂ P(Z <p* )

i=1

P(Pt(i) <p") VAR indépendantes

Il

N
Il
—

(1P > p*)

I

@
Il
-

I

Il
-

(1P (PP —p(t) > "~ (1))

7

D’apres la question précédente, on a donc

pgsncion) > T (1 (7%, ) )

=1

(- ()
Q32 Ona lm (“(bufd»): (1_<_bd>>

Q 33. Lorsque la variabilité est faible, la probabilité que la population de bactérie survive est plus faible, en effet
la trajectoire de la quantité de protéine n’a pas la possibilité de s’écarter de la solution déterministe qui
se trouve strictement sous la valeur critique p*. Ce terme ¢ peut donc étre interprété comme un indice de
résilience ou capacité du milieu a survivre aux changements. On ne trouve pas une probabilité certaine, soit
parce que la borne mathématique n’est pas assez précise (c’est le cas ici) soit parce que lantibiotique ne
permet pas & lui seul de garantir I’extinction de la bactérie.
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