ENS riLIERE BCPST 2021

Partie I :
1 1
1. a) Racines de Py : 1 et 3 Racines de P; : 0 et 3 Racines de P, : 0 et 1.

! 1/t 1t 2
/ Py(z)dx = =, / Py (z)dz = =, / Py(z)dz = =.
0 6" Jo 6" Jo 3

b) Montrons que la famille (Py, Py, P;) est une base de Ry[X]. On a :

1 0 0 1 0 O
rg(Py, P, Py) =g (Mat(LX’Xz)(PO,Pl, P))=rg|-3 -1 4 |=rg|5 3 0 |=3
2 2 -4 2 2 —4

Donc (Py, P1, P,) est une base de Ry[X].
Ainsi, pour tout @ € Ro[X], il existe un unique triplet (a, b, c) de réels tels que Q = aPy + bP; + cP;.

1
En évaluant cette égalité en 0, on obtient Q(0) = a, en 1, on obtient b = Q(1) et en 37 on obtient
c=Q(1/2).
On a donc :

1

1 1 1 1
[ e@ar=eo) [ mw e [ e +u) [ B = Qo +ow +ie)
0 0 0 0

2. Le changement de variable proposé est ¢! sur [0;1], on a dy = (d — ¢) dz et y varie de ¢ & d quand x varie
de 0 & 1, donc :

c+d

/jp(y)dy—% [P(C)+P(d)+4P< )} :/OIP((d—c)m—i—c)(d—c)dx

_d-9 [P(c) + P(d) + 4P <c‘;d>}

6
1
— @0 [ Q- £+ @ +1a/2))

en posant Q(x) = P ((d — ¢)x + ¢) qui est bien un polynoéme de degré inférieur ou égal a 2.

. . . d (d—c) c+d
D’apres la question précédente, on a donc | P(y)dy — 5 P(c) 4+ P(d) + 4P 5 =0.

3. Comme g est de classe €' sur [a;b] on peut lui appliquer le théoreme des accroissements finis.
9(=) — 9(y)
xr—y
Or la fonction ¢’ est continue sur le segment [a;b] donc elle est bornée sur ce segment. Notons M un réel
strictement positif tel que Vt € [a;b], |¢'(t)] < M.

On sait donc qu'il existe ¢ €]z; y[ tel que ¢'(c) =

On a donc |¢'(c)| = M < M et ainsi |g(z) — g(y)| < M|z — y| par multiplication par |z — y| > 0.
r—y

4. a) La fonction f étant de classe €2 sur [a;b], d’apres le théoreme fondamental de 1’analyse, la fonction

x / f(y)dy est de classe €* sur [a;b]. Par composée avec la fonction affine h + ¢ + h, allant de
¢ c+h
[0;d — ¢] dans [¢,d] C [a;b], la fonction h +— / f(y)dy est de classe €* (et donc €3) sur [0;d — c].

h h
Par composée et produit de fonction %, la fonction h — 5 [f(c) + flc+h)+4f (c + 5)] est €3 sur
[0;d — ¢].
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Ainsi, ¢ est de classe € sur [0;d — ] et :
o) = stc+m - g [r@+ ey (e+ )] - 2 Fernvar (e+F)]
¢"(h) = f'(c+h) —% [f (c+h)+2f < ﬁ)} —% [f"(c+h) + 1" <c+ h)]
¢"(h) = f"(c+h) —% [f”(c—kh) + 1" <c+ g)} —% [f/’/(c+h) + if”/ <c+ g)}

b) On remarque que ¢"'(h) = % [f”(c—i— h) — f" <c+ ﬁ)} — g [f’”(c—i— h) + %f’” <c+ ﬁ)}

2 2
D’apres la question 3., que 'on peut appliquer & f” qui est bien de classe €' sur [a;b], il existe M tel
que :
" " h h
Vh € [0;d — ¢, ffle+h)—f c—|—§ <M1><§.

La fonction f” étant continue sur le segment [a; ], elle est bornée sur ce segment par un certain Ms.

On en déduit donc que :

Mih  h 1
Vhe0;d—cd, |¢"(h)| < —=+= <M2 + —M2> .
4 6 2
My + M-
En posant M = %, on obtient Vh € [0;d — ¢], |¢"(h)| < Mh.

c¢) Pour cette question et les suivantes il faut remarquer que ¢(0) = ¢'(0) = ¢”(0) = ¢"’(0) =0
On peut alors écrire, Vh € [0;d — ¢] :

0
On a pu intégrer car les bornes de l'intégrale sont <« dans le bon sens >.

M M
d) En répétant ce qu’on vient de faire on a |¢'(h)| < Ehg et |p(h)] < ﬂh‘l.

En appliquant ceci pour h = d — ¢ on obtient le résultat demandé.

h—
5. On pose a; = a +1 a4 pour i € [1;n]. D’apres la question précédente appliquée pour ¢ = a; et d = a;41
on a : ( ) ( o
Gi+1 b—a Mb-a
dy — i<
/ai F)dy = ——fi)| S —5

b Aj+1
En remarquant que / fly)dy = Z / f(y)dy et en utilisant I'inégalité triangulaire on a :
a . a;

)nfl n—1 aii1 (b—a)
> il = Z( Fly)dy = = fi>
i=0 i=0 /@i
n—1 )
dit1 (b—a)
< f(y) dy — fl
=0 /ai 6n
“Mb-a)* Mb—a) M —a)?
= prd 24nt  24nd 24n3
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Partie IT :

Questions préliminaires :

a. On peut remarquer que cette question est en fait la démonstration de la loi faible des grands nombres. Etant
donné la formulation, I’énoncé attend trés probablement une démonstration détaillée.

1 n
Par linéarité de I'espérance, E <— E Xi> = u, et par propriétés de la variance et indépendance des (X;),
n
i=1
1 — o?
VI- E Xl =—.
<ni1 Z) "

1 n
D’apres 'inégalité de Bienaymé-Tchbychev appliquée a la VAR — g X; qui admet bien une espérance et
n
=1

on a

une variance non nulle, on a :

1 — o2
\ 0, Pl|-)) X;—ul=> < —.

Une probabilité étant toujours positive, par encadrement de limites on obtient

lim P < = e) =0.
n—-+4o0o

1
suit une loi de Bernoulli de parametre —. De plus, comme les (X;) sont

n

IS x- )

i=1

Xi—i-l

b. On remarque que Y; =

mutuellement indépendantes, par propriété de cours (lemme des coalitions), les (Y;) sont mutuellement

indépendantes.
n

1
On peut donc affirmer que ZYZ suit une loi binomiale de parametres n et —.

i=1
n
X;+1
Notons dans cette question B, = E i+ .

. 2
=1
P ( > 1>

On a:

Il
e

1 n
w2

(

P(Bn >n)+ P (B, <0)
1
P(B, =n)+ P(B,=0)=2x

2
—Bn—l‘ >1>
n

n

In(2
> 1)) = @) _ In(2) — —In(2), quand n tend vers +oc.

1 1 —
Donc Eln (P ( E;XZ

Retour au cas général

1. a) Encore une fois c’est une propriété de cours (lemme des coalitions).

n-+q n-+q
Z X 262] C [ZXZ > e+ e
i=1

i=n—+1

N .

n
b) On remarque que [ZXZ > e
=1

n n+q n+q
Par croissance de ’application P, P ( ZXi > 61] N [ Z X; > 52]> <P <ZXZ >e1+ 82).
i=1 i=n-+1 =1

n n+q
Et d’apres la question précédente, les événements [ZX, > 81] et [ Z X, > 82] sont indépendants

i=1 i=n-+1
P (

On a bien montré 'inégalité demandée.

donc

n n+q n n+q
ZXz>€1]ﬂ[ZXz>€2]>:P<2Xz>€1>XP(ZX1252>
i=1 =1

i=n+1 i=n-+1
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2. Pour tout (n,q) € (N*)?

ntq n+q
un+q—P<ZX n+61(6+#> <ZX 5+N)+Q(5+N)>
n-+q
P(ZX s—i-u) (ZX a—i-u))

i=n—+1
Un Ugq
n-+q
car, d’apres le résultat admis, P < Z Xizqle+p ) (ZX q(e + M)) = uq.
i=n+1

3. On suppose donc que u; > 0. Or, d’apres la question précédente, par une récurrence rapide, on a u, > (u1)".
Donc u, > 0 pour tout n > 0.

Pour tout (n,q) € (N*)2,
Ontq = —In(Untq) < —In(unug) = o + ag.
Et up4q <1 donc ayqq = 0.

4. D’apres le théoreme de la division euclidienne, on sait qu'’il existe (a,b) € N* x N tels que k = aq + b et
0<b<yg.
On peut déduire de la question précédente, par une récurrence rapide sur m, que

Vm € N*,V(n,q) € (N*)?,  amniq < may, + ay.

Ainsi, pour b # 0 :

(677 a Qap
akgaaq+ab:>? < an—i—?.
k—b k « «
Ora:—g—,donc—kg—q.
q q k
Et, par définition de ﬂq, — < ﬁkq
On peut aussi montrer que QUmn < Moy, donc I'inégalité est encore vraie si b = 0.
Qg
Ainsi, — < 5(1
k q k:
« «
5. Pour tout k > n, —’“g—q+&.
k q n
Le sup étant le plus petit des majorant, on en déduit que
«
q n

De plus {%,kz >n+ 1} C {%,k > n}, donc S,4+1 < 5.

La suite (S,,) est décroissante et minorée par 0 donc convergente

En passant a la limite dans 'inégalité (%) on obtient lim S,
n—-+4o0o

«
6. Notons S = lim S,. D’apres les questions précédentes, pour tout ¢ € N* : § < —L. L’inf étant le plus
q

n——+0oo
grand des minorants, on en déduit que :
o
Sginf{—q,q> 1}.
q
Mais on a aussi, par définition de S,, et de la borne inf, pour tout ¢ € N* :
e «
inf{ZEk>1} <2<,
k q
«
On en déduit que, pour tout ¢ € N*, § < —2 < Sy, et ainsi, par théoreme d’encadrement de limites (théoreme
q

.«
des gendarmes), lim — =S.
n—+oo N
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n n
7. Comme on a supposé que P (Z(XZ —p) < ﬂ:) =P (Z(XZ —p) = —:U), on a :

=1 i=1
1 n
P < _Z(Xi —p)| = 5) = 2uy,.
s
1 1 — 1 In2) ap
Donc nln P ( n;(XZ W)l = e)] nln(2un) - + -
In(2 1 I
Comme M S0 et 2 admet une limite, on en déduit que ——1In | P ( _Z(Xi —p)| = 5)] admet une
n n n n<

o
limite finie lorsque n tend vers +oo (qui est la limite de —*).
n

On retrouve bien ici le résultat de la question préliminaire b.

Par rapport a la question préliminaire a., on obtient quelque chose de plus < précis >, car en notant

¢= lim —=, on peut réécrire ce qu’on vient de démontrer sous la forme :
n—+oo N
1 n
P ( EE :(Xz _M) > E) _ e—né—f—o(n)7
i=1

ce qui nous indique une convergence tres rapide vers 0 lorsque ¢ # 0, une convergence exponentielle.

Partie I11 :

1. On considére la fonction f : p s eP¥+1=P)2 _ pe¥ — (1 — p)e® définie sur [0; 1].
F'(p) = (y = 2)ePv TPz —o¥ - o% ot f"(p) = (y — 2)2erv (7P,
f"(p) = 0 donc f’ est strictement croissante sur [0;1].
On remarque alors que f/(0) = (y — z)e* — (¢¥ — ¢*) et d’apres le théoréme des accroissements finis appliqué
Yy
a la fonction exponentielle entre y et z, il existe ¢, compris entre y et z, tel que e¥ —e* = e“(y — z).
Donc f'(0) = (y — 2)(e* —€°). Siy < z, e° < e® et donc f/(0) < 0. De méme, si y > z, ¢ > e* donc on a
encore f'(0) < 0.
De méme, on montre que f/(1) > 0.
D’apres le corollaire du TVI, il existe un unique réel pg tel que f/(pg) = 0.
[’ étant croissante, elle est négative sur [0;pg] et positive sur [pp; 1] donc f est décroissante sur [0;pg] et
croissante sur [po; 1].
Pour finir, f(0) = f(1) = 0 donc f est négative sur [0;1].
On a bien l'inégalité demandée.

T9 — X
2. On utilise I'inégalité de la question précédente avec p = 2 , Yy = tx1 et z = txy qui satisfont bien aux
T2 — T
hypotheéses demandées. (en particulier p € [0; 1] grace a la hypothese faite sur X qui prend ses valeurs entre
x1 et x3)
etX < T2 — Xetl‘l + X - 1 etl‘g.
T2 — T1 T2 — T1
Par croissance de 'espérance, et linéarité de ’espérance on obtient I'inégalité demandée.
. (22 — 1) L 00 n
3. a) La fonction ¢t — —t(u — x1) — — = est polynomiale donc de classe € sur R™.

_ _ t(zo—x1)
x x1)e
2=t (1 ) est bien de classe € sur RT. Il reste & vérifier que cette

La fonction t —
To — T

fonction est & valeurs dans RT*.

Comme x9 > x1 X2 — p et p — 1 sont positifs et ne peuvent pas étre simultanément nuls.
To — p+ (u — xp)et@2—1)
T2 — X1
En conclusion, g est bien 4> sur R* (et méme sur R en fait...). De plus

Ainsi, > 0 et donc en composant avec In on a bien une fonction €.
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_ t(mgf:vl) _ 2
It = 21—+ (1 —x1)e (@)%t

Ty —pit(p—z1)et 277D 4
To—T1
— 21) (29 — 21)et®2—71) — )%t
:xl_qu(M 1) (@2 — 1) (@2 —m)
xy — p+ (p — ap)et@2=o) 4
S (1 — ﬂil)(@ — 1) (w2 — @)
(g — p)e—t@2—21) 41 — 1y 4
" (1 — 1) (g — p)(we — @p)?e™ @770 (29 — ay)?
g'(t) = i

(22— oo i ar)?

b) Commencons par déterminer le signe de ¢”(t).
Pour tous réels a et b, on a a® + b* > 2ab car (a — b)? = a? — 2ab + b*> > 0 donc (a + b)? > 4ab.
En appliquant cela pour a = (z9 — ,u)e*t("”?*ml) et b = — x1, on obtient :

2
(G2 = e =) > 4l — 1) (0 — e "2

& (b — m1) (w2 — ) (w2 — m1)%e~H@2721) < (w2 — 1)

(22— et i ar)? £

par passage a I'inverse sur un inégalité de réels strictement positifs et multiplication par

(1 = @) (w2 — p) (g — @1)eHr21) > 0,

On obtient bien que Vt € R™, ¢”(t) < 0.

On peut donc en déduire que ¢’ est une fonction décroissante sur R*. Or, on remarque que g'(0) = 0,
donc pour tout t € RT, ¢/(t) < 0, ce qui signifie que g est décroissante sur RT. Et comme g(0) = 0, on
peut aussi en déduire que Vt € RT, g(t) < 0.

En réécrivant cette derniere inégalité on obtient :

Ty — i+ (p — ap)e!®2—2) (z2 — 1)t

g(t)éO@ln( )gt(ﬂ_l'l)‘f‘

Tro — 1 8
_ _ t(mgf:vl) _ 242
T T1)e x x1)“t
o 2 a0 1 < =21 » oxp <%> fonction exp croissante
Tr9 — X1 8
ro — $1)2t2

T9 — -
o 27 e | BT T ey < e x exp <(

> multiplication par et > 0.
T2 —T1 Ty — X1

8

D’apres la question 2. on a donc :

_ 242 _ 242
B(eX) < o x exp <(9€2 8901) t ) & BEX1M) < exp ((mQ 8961) t >7

par multiplication par e=* > 0 et linéarité de I’espérance.

¢) On peut remarquer qu’on a en fait g”(¢) < 0 pour tout réel ¢. Donc ¢ est décroissante sur R et ainsi ¢/
est positive sur R~ et négative sur R*. Par conséquent, g est croissante sur R~ et décroissante sur R
et donc g(t) < 0 pour tout réel ¢.
L’inégalité précédente est donc bien vérifiée pour tout réel t.
Autre méthode : la VAR —X est a valeurs réelles, de moyenne finie —p et a valeurs dans [—z9; —21].
Le résultat de la question 3.b. appliqué a —X donne

_ _(_ 242
vt € R, E(e!CXT1) L exp <( 2 (8 m2))t >

(w2 — 1) (=t)?
8

On a donc E(e X ~1) L exp < ), ce qui prouve l'inégalité (1) pour les réels négatifs.
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4. a) Le rapport de jury indique que c’est la question la plus difficile de I’énoncé. L’astuce consistait a penser
a passer a l’exponentielle dans les probabilités et a utiliser l'inégalité de Markov.

Soit € >0 :

d

n

IS

i=1

> ) =P (%DX —) > ) +p (%Z(X -1 < —e)

i=1 i=1

=P <exp <ti(Xi — ,u)) > e"t5> +P <exp <ti(—X,~ + u)) > e"“)
i=1 i=1

multiplication par nt > 0 et passage a ’exponentielle croissante

L g (exp (t;:;(Xi - u))) +FE <exp <tZZ:;(—X,~ + u)))] ;

X W
n n
d’apres I'inégalité de Markov appliquée aux VAR exp (tZ(XZ- — ,u)) et exp (tZ(—XZ- + ,u)) qui
i=1 i=1

sont bien a valeurs positives et admettent une espérance.

Comme les (X;) sont mutuellement indépendantes et de méme loi on a
n n
E (exp (tZ(Xi - u))) = E(e!X-m)n et E (exp (tZ(—Xi + u))) = B(e !X —1)n,
i=1 =1
D’apres la question précédente, on obtient donc

P (‘%Z(xi )

i=1

242
n(re — 1)t
<2exp< (2 81) —nts).
: e de . . :
On applique alors cette inégalité pour t = ﬁ (soit on < bricole > cette valeur de t soit on
T9 — T

n(xze — x1)t?

trouve le minimum de la fonction t — —nt ) et on obtient

—2ne?
Z2e| < 2€Xp m .

b) D’apres la question précédente, pour tout € > 0 :

1 — 1 — —9ne?
Pl= X, - =N X, >1-2 — = ).
(e neine) 21-2en (205)

— z1)%In(a/2
En remarquant que P(A < p < B) > P(A < pu < B) et en choisissant ¢ = \/— (@2 = z1)"Info/ ), on

2n
obtient :

I (w2 — 21)?In(a/2) I (w2 — 21)?In(a/2)
P<E;Xi_\/_ : 1271 g'uggileH_\/_ : 1271 ) zl-a
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Partie IV :

Voici ce qui est indiqué dans le rapport du jury :

Pour comparer les parties II et III, on pouvait s’intéresser aux différences des hypotheses sur les variables
aléatoires, mais aussi aux différences de résultats obtenus : bien que similaires, le résultat de la partie 11, qui ne
vérifie pas que la limite obtenue est positive, peut s’avérer bien plus faible que le résultat obtenu dans la partie
I11.

Pour comparer les résultats des parties I et 111, il fallait ainsi avoir noté que I’espérance d’une variable aléatoire
a densité correspond a une intégrale. Ainsi, ces deux parties donnent un moyen de calculer de maniere approchée
une intégrale sur un intervalle fini. La premiere méthode (partie I) est une méthode déterministe tandis que la
deuxieme méthode (partie III) est une méthode stochastique.

Cette derniere partie plus ouverte n’a été que peu de fois abordée. Cependant quelques remarques intéressantes
ont parfois été données.
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