FExercices : Intégrales, rappels et
généralisations

Intégrales sur un segment

EXERCICE 1 : FAIRE SES GAMMES
A P'aide du tableau des primitives usuelles (pas d’IPP, pas de changement de variable,...)
calculer les intégrales suivantes :
1
‘ 3. / 622 — 2 — 1| da.
-1

2 2
T+ 3 e 1
L. / ——— dux. 2. — dt.
0 2 +4 ‘ /e t(In(t))3

EXERCICE 2 : P
On cherche & calculer I = / sin(2x)e” da.
0

1. A l'aide de deux intégrations par parties successives, montrer que :
IT=e™* 4241
2. En déduire la valeur de I.

EXERCICE 3 :
A Paide des changements de variable indiqués, calculer les intégrales données.

1 2

(x+ Va2 +1)

1. ~———— dz, en posant t =z + 22 + 1.
/o Vo2 +1 P

! 1 T T
2. In dz, en posant u = .
1722(1 + ) z+1 z+1

EXERCICE 4 :
1. Déterminer 4 réels a, b, c et d tels que a < b < c< d et

Xt —3X24+2=(X —a)(X - b)(X —¢e)(X —a).
2. Montrer que pour tout x €] — 1;1] :

1 V2/4 N

x4—3x2—|—2:_:17—a

1/2

r—b x-—c¢

dt

N w/4
3. A Taide du changement de variable x = sin(t), calculer / 3 .
o cos3(t) + cos(t)

EXERCICE 5 :

. " 1
WD R @ ) )

On cherche a calculer

I, [k
1. Mettre la somme sous la forme — E f (—), en choisissant bien la fonction f.
n n
k=1

2. Appliquer alors le théoréme de la moyenne avec la fonction f déterminée ci-dessus
pour calculer la limite demandée.

EXERCICE 6 :

1. A Taide du théoréme de la moyenne (ou théoréme des sommes de Riemann), écrire

w/3 1
Pintégrale / —_—
0

dz comme une limite d’une suite.
cos(z)

2. En déduire un script Python qui calcule et affiche une valeur approchée de

71'/3 1
=
o cos(x)

Intégrales généralisées

EXERCICE 7 : FAIRE SES GAMMES
Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes, et en cas de convergence donner
leur valeur :

1. 7. / sin(x) dzx
v1-—=3t 0 (@)
o0 3t3 too
2. IEETE dt 8 / b
0 ( —1i_ ) " Jee T2H4T+5
3. “VI=ST g Indication : forme canonique

0
4. e ! dt 9. / e Tt dt
+oo
1 1
5. — dt 1
4t 10. / — dt
+o0 5 0 v t(l - t)
6. 2™ dx

Indication : t = sin®(u).
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EXERCICE 8 :
21

1. On souhaite déterminer la nature de / yop— dt.
L _

a) Ou se trouve(nt) le(s) probléme(s) de convergence ?
1 1

~  —

2 —tts1¢t—1

b) Justifier que

2
1

c¢) Par la « méthode par calcul » déterminer la nature de / 1 dt.
L t—

1
2 —t
de la question 1.,

dt.

2
d) Conclure quant a la nature de /
1

2. En g’inspirant de la méthode déterminer la nature de

/+°°2+lnx
dz.
EXERCICE 9 :

On considére la fonction f définie sur ]0;1] par f(z) =

In(x)
2+ 1

1
1. Déterminer la nature de / In(z) de.
0
1
2. En déduire alors la nature de / f(z) da.
0

EXERCICE 10 :
A Taide du critére des équivalents, déterminer la nature des intégrales suivantes :

1 +o0o
- 1
5 gy | 2./;& | 3./ 1n<1+—2> dz
0 V3 +3t2 4+t 1 x

—+o0
1. _
/0 xt +4r+4

EXERCICE 11 :

T In(z
Dans cet exercice on souhaite déterminer la nature de / %
1 x° +

dx.

1. Ou se trouve(nt) le(s) probléme(s) de convergence ?
xIn(z)

lim .
2 41

Tr——+00

2. Déterminer

+oo
3. Quelle est la nature de I'intégrale / — dux.
1 X

Inx

——— d=.
2 +1

+oo
4. Déduire des questions précédentes la nature de /
1

EXERCICE 12 :

—+oo
1. a) Montrer que U'intégrale / o) dt est convergente.
1

+oo 1
b) En déduire que, pour tout réel a, 'intégrale / T dt est conver-
1

)1 +1t2)
gente.

1
2. Démontrer que pour tout réel a, I'intégrale ——————— dt est convergente.
qanep & /0 (1 +2)(1+ o) &

On distinguera les cas a > 0 et a < 0.

3. Pour quelles valeurs de a € R, lintégrale I(a) = dt est-elle

o0 1
/0 (T+¢2)(1 +t9)

convergente 7

1
4. a) Grace au changement de variable t = —, montrer que
x

xll

+oo
0= [ G

. (Indication : calculer I(a) + I(a))

dx.

b) En déduire que I(a) =

N

EXERCICE 13 :

Soit f une fonction définie sur R™ et & valeurs dans R.

On suppose que f est continue sur R*, décroissante sur RT et telle que l’intégrale
—+oo

/ f(t) dt est convergente.
0

2z T
1. Montrer que pour tout z > 0 : f@dt<af(x) <2/ f(¢)dt.
T z/2
2z 2x 0 2z

2. Montrer que 1ir_{_1 f(t) dt = 0. Indication : f@) dt = / ft) dt+ f(¢) dt.

T Jy T T 0
3. En déduire que lim zf(z) =0.

r—+00
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Pour aller plus loin

EXERCICE 14 :
Soit o € R.

1
1
1. Montrer que l'intégrale / " dt est convergente si, et seulement si, a < 1.
0

“+o0
2. Montrer que l'intégrale / = dt est convergente si, et seulement si, a > 1.

EXERCICE 15 : N
o0
Pour z € R** on considére Pintégrale I'(z) = / e 1 dt.
0

1. a) Calculer lim t"Tle™"
t—+oo

+oo
b) Déterminer la nature de / e dt.
1
¢) En déduire la nature de U'intégrale T'(z).
(On distinguera le cas x > 1 et le cas 0 <z < 1.)

2. Montrer que pour tout z > 0, I'(x + 1) = zI'(z).
3. En déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout n € N.

EXERCICE 16 :
Supposons que [ est un intervalle borné et que f est une fonction continue et bornée sur

I
Montrer / f(t) dt est absolument convergente.
I

EXERCICE 17 :
Soit f une fonction continue sur [0; +oo[ et & valeurs dans R.

+oo
Montrer que si f admet une limite finie non nulle en +oo, alors I'intégrale / flz) dz
0

est divergente.
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Correction
CORRECTION DE L’EXERCICE 1 :
1.
2243 B 2 3 /2 1
A:ﬂ+4dx_zhﬁ+4dx+ll @f+¢dx
1 2 2 3 x\12
=3 [In(|z* +4])], + 3 [arctan (5)}0
= %(ln(S) —In(4)) + g(arctan(l) — arctan(0))
_In(2) 37
D) + 8
2.
e? 1 e? %
/ )y -/ I
B 11 11 3
T 2mee), T 8278

3. Déterminons tout d’abord le tableau de signe de 62% — z — 1. Il s’agit d’un trinéme

1 1
dont les racines sont 3 et -3 On a donc le tableau suivant :

x —00 —

622 —z—1 +

On en déduit donc que :

1 -1/3 1/2
/ |6x2—x—1|dx:/ (6x2—x—1)d:17—|—/ (=622 +x +1) dz
—1 -1 -1/3

1
—|—/ (62° —x —1) dz
1/2
2

z? —1/3 x
:[213—?—1} +[—213+7+x}

1/2

~1/3

+ [2x3—x—2 —x]l
2 1/2

341
T 108

CORRECTION DE L’EXERCICE 2 :

1. On pose :
{ u(x) =sin(2z) o' (x) = 2cos(2x)

V' (z) = e” v(z) =€”

T
Les fonctions u et v sont de classe € sur [O; Z] . Ainsi par intégration par parties on
a:

/4 /4
/ sin(2z)e” dx = [sin(2z)e*]5/* — 2/ cos(2z)e” dx
0 0
/4
=™/t — 2/ cos(2z)e” dx
0
On effectue une nouvelle intégration par parties. On pose :

{ u1(z) = cos(2z)

vi(z) ="

u)(z) = —2sin(2z)
vi(z) =€

T
Les fonctions u; et v; sont de classe €' sur [O; Z} Ainsi par intégration par parties
on a:

/4 /4
I= / sin(2z)e® dz = e™/* — 2 ([cos(2x)e””]g/4 + 2/ sin(2z)e” d:c)
0 0

/4
=™/t 42— 4/ sin(2x)e” dx
0
=™/t 241

e7r/4 )

2. D’aprés la question précédente, 51 = e™* +2 donc I = 3
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CORRECTION DE L’EXERCICE 3 :
1 /.2 1 2
1. On poseI:/ M dz.
0 2 +1
— t =z + v/x2 4+ 1 mais il est impossible d’exprimer z en fonction de t.
—— t varie entre 1 et 1+ v/2.

2 VaZz+1
— On a dtz(l—l—ix) d:vzwdx
2vVa? +1 2 41
On a donc :
1 5 1 1+v2 42 1+v2
I:/(x+ FEIIE S SV s s tdt:[—} —1+V2,
0 ———— 2241 1 2]
! dt

1 1
2. La fonction x — In z est continue sur |—=;1].
(14 x) x+1 2

T
o=
z+1
1
— du= —— dz.
(z+1)

1
— wu varie entre — et —.
3 2

1 1/2
/ 1 ln( x )dgc:/ llnudu

On a donc

_ [mw?]"?
Ln;]zfzgy

CORRECTION DE L’EXERCICE 4 :
1. Onaa? -3a+2=(a—1)(a—2). Donc
X4 -3X%2+2=(X?2-1)(X*-2)
= (X +V2)(X + 1)(X — 1)(X —V2).

2. Il suffit de réduire au méme dénominateur la partie de droite de 1’égalité pour arriver
au résultat demandé.

3. On pose :
— x = sin(t).

— dz = cos(t) dt.

2
— x varie entre 0 et 5

Donc :
/”/4 dt B /”/4 cos(t) dt
o cos3(t) +cos(t) Jo  cosi(t)+ cos2(t)
/‘/5/2 dx
—Jo (1—22)24+1—22
V2/2 1
:/ ——— duz.
0 2 —3x2 424
) ) 1 -1/2  1/2 V2/4 V2/4
t d = — .
Or on vien e\701rquex4_3x2+2 :1:—1+a:—|—1+x_\/§ ot 3
Ainsi :
/ﬁ/gil de= |—Simje— 1+ Sje+ 1+
s 2-3sz2+ad T |72t g e
V2/2
2 2
%ln|x—\/§|—§ln|x+\/§|
0
1 2/2+1 2
=_ln \/_/74' — iln(g)
2 1-+2/2 4
1 2
— 3 I(3+2v3) - % In(3)
CORRECTION DE L’EXERCICE 5 :
- 1 1« 1 I, [k
1. == == — ], avec
; (2n + k)(In(2n + k) — In(n)) n; 24+ &) In(2+£) n;f(n) vee f
1
la fonction définie par f(z) = pour x €] — 2; —1[U] — 1; +00[

(z+2)In(z + 2)

2. Grace a la question précédente, on reconnait une somme de Riemann.
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Comme la fonction f est continue sur [0; 1], d’aprés le théoréme de la moyenne :
= 1 ! 1

li =
RS 2n+ k) (In(2n + k) — In(n)) /0 (z +2)In(z + 2)

k=1
= [In(In(z + 2))]y = In(In(3)) — In(In(2)).

dx

CORRECTION DE L’EXERCICE 6 :

1. La fonction z ~—

1
os(x)

/3 o= 1
/0 cos(z) do= ngrfoo 3n g cos (42)

2. from math import cos,pi
S5=0
n=1000
for k in range(n):
S+=1/cos (k*pi/(3+*n))
print (pi/(3*n)*S)
On obtient 1,3164...

moyenne :

CORRECTION DE L’EXERCICE 7 :

1. (i) La fonction f : t — est continue sur [0;1/3[ donc le probléme se pose

1
Vv1—3t
uniquement en 3"
(i) Soit x € [0;1/3[. On a

x

est continue sur [0; %} donc, d’aprés le théoréme de la 3.

(i)

(iii)

Soit € [0;400[. On a

/I 3t° gl 3, 1 c 3, L 1
o B+tH3 | 87 3+tH2], 87 (3+az1)2 24

De bl I 3 y 1 " 1 1
eplus lim —— X —— 4+ — = —.
P e T8 Bt 21 A
L oo 33 oo 38 1
Donc l'intégrale ———— dt est convergente et —— dt = —.
0 (34 t4)3 0 (3+1t4)3 24
1 ey
La fonction f : z — ﬁe* 1732 ost continue sur | — oo; 0] donc le probléme
— 3z

se pose uniquement en —oo.
Soit A €] — 00;0]. On a

/0 71 e VI=3% qp — {Ee_m] = 271 — ge_V 1=34
A V1— 3z 3 a3 3

-2 A—34 2e~!
De plus Alim — e VIt = 3

——00 3

Donc I'intégrale —vi=se dz est convergente et

0 1
———e
/_OO V1-=3x
0 1 2¢ !
/ 1 g
oo V1 —3x 3
La fonction f : ¢t — e~ ! est continue sur [0; +00[ donc le probléme se pose uni-
quement en —+o0.

Soit € [0;400[. On a

xT
/ el dt = [e_lt]g =e la.
0

Tt 2 2 2 . ]
S __,/1_34 = _2/1—-3z+ =, (iii) De plus lim e™ 'z = +o0.
/0 V1—-3t [ 3 0 3 3 400
—+oo
9 9 9 (iv) Donc lintégrale / e ! dt est divergente.
(iii) De plus lin;l —5\/1—3:104—5:5. 0 )
r—1/3~
13 1/3 5. (i) La fonction f : ¢ — o est continue sur [2; +oo[ donc le probléme se pose unique-
dt 2
(iv) Donc l'intégrale / est convergente et / =-. ment en +oo.
oV 13_ 3t o VI=3t 3 (i) Soit = € [2;+00[. On a
2. (i) La fonction f : t - ———— est continue sur [0; +o00| donc le probléme se pose z z x
(i) / (3+1t4)3 | | P P 1 dt = o—tind gy — _Leftlnél ——ie*““—i—ie*ﬂ“
uniquement en +o0o. 5 At )y B In4 ) " ln4 In4 ’
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(iii)

—21n4 __ 1

~ 16In4’
+oo 1 1
Yo dt est convergente et /2 1t dt = 16104’

La fonction f : z — 2%e~" est continue sur [0; +00[ donc le probléme se pose
uniquement en +oo.

Soit A € [0; 4+o00[. On pose, pour x € [0; 4] :

1
1~ _ = ,—zln4 -
oteo  Ind* T

De plus

+oo
Donc l'intégrale /
2

u(z) = 2* o' (r) =2z

V'(2) =z w(z)

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [0; A] done, par intégration par partie :

A 2 xz 2 A A 2
/ 2™ dz = {——ez } —I—/ ze * dx
0 2 0 0

A2 1 4
= —76_A2 + |:—§e_m2:|

0
A? a2 1 _42 1
=——e ©° —=—e ° + -
2 2 2
A? 1
De plus  lim P A g —, par croissances comparées.
A—+oco 2 2
oo 2 Toe 2 1
Donc l'intégrale / z3e™®" dz est convergente et / e dx = 5
0 0

La fonction f : x — sin(z) est continue sur [0;+o0o[ donc le probléme se pose
uniquement en +oo.

A
Soit A € [0;+00[. On a / sin(z) dz = — cos(A4) + 1.
0
Or cos(A) n’admet pas de limite lorsque A tend vers +oo.

—+o0
Donc l'intégrale / sin(x) dz est divergente.
0

La fonction f : x — est continue sur | — co; +00o[ donc le probléme

2244z +5

Se€ pose en +o00 et en —o0.
/ 1
0 (.’L' + 2)2 + 1

Soit A € [0;400[. On a
dx
= [arctan(z + 2)]’04 = arctan(A + 2) — arctan(2)

A 1
[
o r?+4x+5

10.

(iii)

(iv)

La fonction f : t —

De plus lim arctan(A4 + 2) — arctan(2) = T arctan(2).
A—+oc0 2
+oo 1
Donc l'intégrale /0 PP dx est convergente et
+oo
1 us

——— dax = — — arctan(2).
/0 2 dars T=3 arctan(2)
De méme,

0
1
/B PSP dz = arctan(2)—arctan(B+2) — arctan(2)+g quand B — +o0.

Donc l'intégrale /

' ! dz est te et ' ! d
———— dx est convergente e —— dz =
o T2 +4x+5 & oo T2 44 +5

arctan(2) + g
+o0 1

dx est convergente et —— dx =
vers /_OO 22 4+4x+5

+oo 1
En conclusion, /

— 00

22 +4x+5

arctan(2) + g + g — arctan(2) = 7.

+t

La fonction f : ¢t — e® T est continue sur ] — 00;0] donc le probléme se pose

uniquement en —oo.

Soit A €] — 00;0]. On a

0 t 0 t tO A
/eeﬂdtz/etee dtz{ee} =el —e° .
A A A

. A
lim e—e® =e—1.

A——o0

De plus
0 t 0 t
e® 1t dt est convergente et / e Tt dt=e—1.

— 00

Donc l'intégrale /

— 00

est continue sur |0; 1[ donc le probléme se pose en 0 et

1
VId —1)

en 1.

Nous allons effectuer le changement de variable, sous réserve de convergence, pour voir
comment « s’occuper » des deux problémes.

On pose donc ¢t = sin?(u). La fonction u ~ sin®(u) est de classe €' et strictement

croissante sur [O; —

et a valeurs dans [0;1]. On peut donc utiliser le théoréme de

changement de variable généralisé.
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Sous réserve de convergence, on a :

1
(1 — sin?(u))
—_———

identité fondamentale

x 2 cos(u) sin(u) du

/mdt / \/sm B

x 2 cos(u

) sin(u) du

/ \/sin® u) cos?(u

:/0 m x 2 cos(u) sin(u) du

/2
:/ 2 du = .
0

/2
L’intégrale / 2 du étant évidemment convergente, on peut affirmer que
0

car sin(u)cos(u) = 0

dt est convergente et

[ v [ s

CORRECTION DE L’EXERCICE 8 :

2] donc 'intégrale est impropre en 1.

1
1. a) La fonction t — o est continue sur ]1;

1 1
b) Au voisinage de 1, = ~ ,cart ~ 1.
2 —t tt—1)t->1t—1 t—1
21 21
c¢) Pour tout 1 < z < 2, -1 dt = —In(z — 1), donc hm T dt =

2
1
Ainsi / =1 dt est divergente.
L t—

d) D’apres le critére des équivalents pour les intégrales de fonctions positives sur les
2

dt est de méme nature que

1
— dt
—t L t—1

2
fonctions positives, l'intégrale / 2
1
donc divergente.
24+Inx

T+

2. a) La fonction x — est continue sur [1; +o0o[ donc l'intégrale est impropre

en 4o00.
Inx

~ _

r——+oco I

2+Inz
x+4

B(m 1)2} f_(may?

1

b) En +o0, on a

Or /Alnac

Ang g
Comme lim — dz = +o0, —— dx est divergente et ainsi, d’aprés
A—+oo T z

le critére des equlvalents pour les 1ntegrales de fonctions positives, 'intégrale

+oo
2+1
/ tmr dz est divergente.
1 x+4

T+
¢) En conclusion, 'intégrale / T dz est divergente.

1 T+

CORRECTION DE L’EXERCICE 9 :

1.

(i) La fonction x — In(x) est continue sur ]0; 1], donc le probléme se pose en 0.
(if) Soit A €]0;1]. On pose :

u(z) = In(z)
Vv'(z) =1

Les fonctions u et v sont de classe €' sur [A;1]. Par intégration par parties :

1 1
/ In(z) de = [a:lnx]zléx—/ lde=—-Aln(4)+A-1.
A A

Si vous connaissez une primitive de In par ceur vous pouvez l'utiliser sans la
redémontrer.

(iii) De plus Alin(t)l+ — Aln(A) + A — 1 =0 d’aprés la limite usuelle du cours.
—

1 1
(iv) En conclusion l'intégrale / In(z) dz est convergente et / In(z) de = —1.
0 0

(i) La fonction f est continue sur ]0; 1] donc le probléme se pose en 1.

. In(z)
(ii) Pour tout z €]0;1], 21 < |In(z)].
1
(iii) Sur]0;1], |In(x)| = —In(x), donc, d’aprés la question 1., / |In(z)| da est conver-
0

gente.
D’aprés le critére de majoration pour les intégrales de fonctions positives,

1
/ |f(x)| dz est convergente.
0

Comme la convergence absolue implique la convergence, 'intégrale / f(x) do est

convergente.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 10 :

-5
1. a) La fonction z — m est continue sur [0; +o00[ donc le probléme se pose
uniquement en +o0o.
- =9 T 1
b) Au voisinage de +o0, T i T4 e 21 = 28
) O >1/a1d L 1—>11 — +00. D /+OO d
¢) Or, pour a — dz=—-—-— — - lorsque a oo. Donc — dz
P ")y ad 2 242 2 d . ad

est convergente.
1

De plus pour z > 0, — > 0.
T

Ainsi, d’aprés le critére des équivalents pour les intégrales de fonctions positives,

—+oo
x7—5 dx est convergente
1 Tr+dr+4 sene.

1
T —5 T—95
d) En conclusion, / ——— dz est convergente (car z — —F———
z* +4r + 4 xt +4r+4
’ teo x5
est continue sur [0;1]) et / ——— dz est convergente. Donc
1 xt+4x +4

—+oo
/ L dz est convergente
o 4444 sente.

2. a) La fonction t — est continue sur ]0; 1] donc I'intégrale est impropre

1
Vi3 4+ 32+t

en 0.
b) O isi de 0 ! ! B+ 37+t ~ t
I au voisinage de U, t3 T 3t2 150 t1/2 car o .

1
Vi

1
1 1
Donc /0 a2 dt est convergente. Et, pour ¢ €]0; 1], a7 > 0.

1
c¢) Or, pour a €]0;1], / dt = 2 — 2y/a — 2 lorsque a — 0.

d) Donc, d’aprés le critére des équivalents pour les intégrales de fonctions positives,

dt est convergente.

[ 7
0o VE3+3t2+t

“1 1 e
¢) Or, poura>1,/ — dz=1—— — 1 lorsque a — +oc. Donc/ — du est
1 X a 1 X

convergente.
1

Et, pour z > 1, — > 0.
T

d) Donc, d’apres le critére des équivalents pour les intégrales de fonctions positives,

“+o0
1
/ In (1 + —2) dx est convergente.
1 X

CORRECTION DE L’EXERCICE 11 :

1. La fonction z —

—+00.

Inz
———— est continue sur [1;+oo[. L’intégrale est donc impropre en
) [ [ g prop
Inz Inx
2.0naz X ——— ~ xx— =In(x).
2 + 1 z—+o0 T

Inx

Donc lim X ———
2 +1

T—r+00

= +4-00.

—+o0
3. / — dz est divergente. Cf. cours
1 X

Inx
4. D’aprés la question 2., il existe ¢ > 1 tel que, pour tout x > ¢, x X TEiC
T+
Inz 1
On a donc, pour tout z > ¢, —— > — > 0.
2?2+1"

—+oo
Or d’aprés la question 3. / — dxz est divergente, donc, d’aprés le critére de mino-
x
C

T Ing

c vz +1
Inx

———— dx est divergente.

1 vz +1

ration pour les intégrales de fonctions positives, dx est divergente.

—+o0
En conclusion, 'intégrale

CORRECTION DE L’EXERCICE 12 :

1. a) (i) La fonction f : ¢t — — est continue sur [1;4+oo[. Le probléme se pose donc

1 t2
3. a) La fonction 2 — In (1 + —2> est continue sur [1;+oo[ donc l'intégrale est im- en +oo.
propre en —+0oo. (ii) Soit z € [1;4o0c[. On a
1 1
1 —dt=1-~.
b) On sait que In(l + X) ~ X et comme lim — = 0, on a /1 t2 x
X—0 r—+oo 2
(142 ! 1
n — ~ —_— e . I
22 ) etoo 22 (iii) On a zgr}raoo 1 " 1.
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+oo
(iv) Ainsi / ) dt est convergente.
1

1
b) (i) La fonction f: ¢t — (ESEEED] est continue sur [1; +o0o[ donc le probléme
se pose uniquement en +o0.
1

ii) Pour tout t >1,0< —————— < —.
(ii) Pour tou RO

+oo
(iii) On vient de montrer que / 7z
1
le critéere de majoration pour les intégrales de fonctions positives,

dt est convergente. Donc d’aprés

+oo
1
—————— dt est convergente.
/1 1+ 2)(1 + o) &
1
2. Sia > 0, la fonction f : t —

m est continue sur [0;1]. L’intégrale

dt n’est donc pas impropre et elle est donc convergente.

! 1
/0 (14 2)(1 + t2)

Sia < 0, alors la fonction f : t — est continue sur ]0; 1] et lim f(¢) =

t—0+

1
1+ )1 +t9)

1
1
0. Donc l'intégrale / e dt est faussement impropre en 0 et elle est donc
0

)1 +1t9)
convergente.

3. D’apres les question 1. b) et 2. 'intégrale I(a) est convergente pour tout réel a.
1 1
4. a) On souhaite poser t = — <z = n Le changement de variable est bien de classe
x
€' sur ]0; 400 et strictement décroissant.

1
On a dt= -— dz et x varie de +00 4 0.
T

Ainsi :

0 1 1
1= | armemaTe (7) de

“+o0 a
x
o (@2+1)(z2+1)
b) Additionnons les deux expressions de I(a) :

1 z?

+o0 +oo
Ha) +I(e) :/0 CEESN ) d“/o RS
:/JFOOL da
o (@4 1)(z*+1)

+oo
. A 7T
= | e i fretan@)y =

Ainsi 21(a) = g et donc I(a) = g.

CORRECTION DE L’EXERCICE 13 :

1. @ On sait que f est décroissante. Donc pour tout ¢ € [z;2z], f(t) < f(x). De plus
comme x > 0, x < 2z donc

2z 2z 2z
fWat< [ faydt= [ f@) dt <af()

x x x

e De méme, pour tout ¢ € [x/2;x], f(t) > f(x). Donc, comme z/2 < z, on a

x

fdt> [ f@ydt= [ fe)dezSf@) =2 f(t) dt > af()
z/2 /2 z/2 x/2

2z

e En conclusion, pour tout z > 0 : f@dt<af(x) <2/ f(¢)dt.

x

/2

2x 0 2x 2x x
. On dt = d dt = dt — dt.
2.0na [ g0 ar= [ayacs [roa= [Craya [ o @

x

“+00 x +o0
On sait que f(t) dt est convergente donc liIJIrl / f@t) dt = f(t) dt et
T—+00
0 70 oo 0 0
li t) dt = t) dt.
Jm IO f@)
2z +o0 +o0
Ainsi lim (t) dt = f(t) dt — f(®) dt =0.
z—+oo [, 0 0

x

3. On peut montrer de méme que dans la question précédente que lim f(t) dt = 0.

T—r+00 z/2

Ainsi d’aprés encadrement de la question 1., on a lim af(z) = 0.
r—+00

CORRECTION DE L’EXERCICE 14 :

1
1. Pour o = 1, on a déja vu en exemple de cours que / n dt est divergente.
0

1
Si a < 0, on peut remarquer que la fonction ¢ + — est continue sur [0;1] donc
I'intégrale n’est pas impropre et donc elle existe bien.
Considérons donc o > 0 et o # 1.

1
(i) La fonction f : t — o est continue sur |0; 1]. Le probléme se pose donc en 0.
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(ii) Soit z €]0;1]. On a

1idt— B 1 R . 1
Lt [ (a=Dtet] o (a—1)  (a— 1)zt

(iii) O 1 ia>1, li 1 1 + t si
iii) On remarque alors que si « im — = +oo et si
4 q b0t (a—1) " (a— Dzt
<1. 1 1 n 1 1
a im — = :
"m0t (a—1)  (a—1lz*! 1-a

1
1
(iv) Ainsi / o dt est convergente si, et seulement si, o < 1.
0

+oo
2. Pour a =1, on a déja vu en exemple de cours que / n dt est divergente.
1
On considére maintenant o # 1.
1
(i) La fonction f : ¢t — o est continue sur [1;4o00[. Le probléme se pose donc en

~+00.
(if) Soit x € [1;400[. On a

1 1 c 1 Lt
ot L (a=Dte ] (a=1zot (a—1)°

(ifi) O I a1, 1 !, 1 L ot
iii) On remarque alors que si « im  — = et si
! 4 "’ 25400 (a — 1)(EO‘_1 (a — 1) a—1
1 1
<1, lim - — oo
“ oo (a0 — 1)zt + (a—1) oo

—+o0
iv) Ainsi — dt est convergente si, et seulement si, o > 1.
ta g ? 9
1

CORRECTION DE L’EXERCICE 15 :

1. a) D’apres les croissances comparées, . 1121 t*Tle™t = 0 quelle que soit la valeur de
— 400
x> 0.
1
b) (i) La fonction f : ¢ — e est continue sur [1;+oo[. Le probléme se pose donc
en +o0o.

(ii) Soit x € [1;400[. On a
1 1
S dt=1-—.
1t T

1
(iii) Ona lim 1—-==1.

xr——+00 €T

+o0 1
(iv) Ainsi / 7z dt est convergente.
1
c¢) (i) Pour tout réel = > 0, la fonction ¢ — e “t*~! est continue sur ]0;+oo|.
L’intégrale étudiée est donc impropre en 0 et en +oc0.

(ii) Au voisinage de +o0 : d’apreés la question 1. a), il existe ¢ > 0 tel que V¢ > ¢,
t2 X e—ttw—l < 1 = e—ttw—l < t_2
+oo
Or lintégrale / o) dt est convergente d’aprés la question 1. b), donc
c
d’aprés le critére de majoration sur les intégrales de fonctions positives, 'in-
—+oo
tégrale / e 't*~1 dt est convergente.
(&
Au voisinage de 0 : pour tout ¢ €]0; ¢, t* te™t <"1

C 1 X
Or / " dt = —(c® —£%) — c lorsque £ — 0.
. x x

c
Donc / t*~1 dt est convergente et donc d’aprés le critére de majoration sur
0

c
les intégrales de fonctions positives, I'intégrale / e~ 't*~1 dt est convergente.
0
(ili) En conclusion, l'intégrale I'(x) est convergente pour tout z > 0.

A
2. Soient A > 0. Nous allons effectuer une intégration par parties sur / e U dt.
0

On pose :
u(t) =1t*
V() =et

o' (t) = ot
v(t) = —et

u et v sont de classe €' sur [0; A]. Par intégration par parties :
A A A
/ e T dt = [t* x (—e V)3 +/ xt®lemt dt = —A%e ™A + :C/ et dt
0 0 0

On a 1im+ A%e™ = 0 donc en passant a la limite dans Pégalité ci-dessus lorsque
A—0
A — +00 on obtient

+oo +oo
/ e 1* dt = x/ ettt At & T(x+1) =2l'(2)
0 0

3. On a donc I'(n+1) = nI'(n) donc on montre facilement par récurrence que I'(n +1) =
n!l(1).

—+oo
e dt = lim

Or (1) = / A—too

0
ausst donner la valeur sans justification autre que le fait que c’est une intégrale de
référence...)

1—e 4 =1. (Intégrale de référence dont on peut
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Donc I'(n 4+ 1) = nl.

CORRECTION DE L’EXERCICE 16 :

Comme [ est un intervalle borné, il est de la forme [a; b] ou Ja;b] ou [a; b] ou encore |a; b]
avec a et b deux réels.

f est supposée étre bornée, notons M un réel tel que, pour tout ¢t € I, |f(¢)| < M.

b
Or / M dt est convergente, donc d’aprés les critéres de convergence sur les intégrales
a

b
de fonctions positives, I'intégrale / |f(#)| dt est convergente.
a

CORRECTION DE L’EXERCICE 17 :
Notons ¢ = liIJIrl f(z). L’énonceé nous indique que ¢ # 0.
T—r+00

— Si £ > 0 : par définition de la limite :

Ve>0, JA>0, telques > A= |f(z) -l <e= —c+L< f(z) <e+L

14
En choisissant € = 2 on a donc 'existence de A tel que :

On en déduit donc que, pour tout a > A, / f(z) dz > / 3 dz = 5(04 —A).
A A

6 [0}
Et comme lim —(a— A) =400, on en déduit que lim / f(z) dz = +o0.
a—r 400 2 a—r+00 A
—+oo —+oo
En conclusion, I'intégrale (x) dz est divergente et donc 'intégrale f(z) dx
A 0
est divergente.

— Si ¢ < 0 : alors —f admet une limite strictement positive, donc d’aprés le point
—+oo

+oo
précédent, / — f(z) dz est divergente et donc (x) dz est divergente.
0 0
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