Vocabulaire sur les séries

N
— Série de terme général u,, : c’est la suite (Sy)yey 00t Sy = g Uy, .

n=0
Notation : Zun ou Z Uy

n=no
— Somme partielle d’indice N :
N
la somme partielle d’indice N de la série Z u, est le réel Sy = Z Up,.
n=0

— Série convergente : Zun est dite convergente si, et seulement si (Sy) admet une limite finie
lorsque N — +o00.

— Série divergente : Z u, est dite divergente si, et seulement si (Sy) n’admet pas de limite ou tend
vers +00 ou —o0.

— Somme d’une série : n’existe que pour une série convergente ; la somme de la série est égale a la
valeur de la limite de Sy.

400 400
Notation : E U, Ol E Uy
n=0 n=ng

— Série grossiérement divergente : se dit de la série E uy, si, et seulement si lim wu, # 0.
n——+0o

— Série géomeétrique : ce sont les séries du type Z q" avec q € R.

— Série dérivée d’une série géométrique : ce sont les séries du type E ng" ! avec g € R.
— Série dérivée seconde d’une série géométrique : ce sont les séries du type g n(n — 1)g" >
avec q € R.

. . . . . 1
— Série harmonique : il s’agit de la série E —.
n
n=1
xn
— Série exponentielle : ce sont les séries du type E —y avec T € R.
n!

— Séries télescopiques : ce sont les séries du type Z(U"“ — Up)-

— Série absolument convergente : E u, est dite absolument convergente si, et seulement si la série

Z |u,| est convergente.
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Propriétés et théorémes importants

— Si E u, est convergente alors lim wu, = 0.
n—-+4o0o

— Si lim w, # 0 alors Z up, est (grossiérement) divergente.
n——+oo

— Si u,, > 0 alors la suite des sommes partielles est croissante.
— Si u, > 0 : la série Zun est convergente si, et seulement si, la suite des sommes partielles est
majorée.
— Théorémes de comparaison pour les séries a termes positifs :
v i { Vn > ng, 0 <u, <,

alors E u, est convergente.
E v, est convergente

Vn = ng, Uy, = v, =0
* Si { T T alors Zun est divergente.

Z v, est divergente

— Théoréme des équivalents pour les séries a termes positifs :
Si VYn = ng, u, = 0et v, >0
Up ~ Up

alors E U, et g v, sont de méme nature.

— Lien entre convergence absolue et convergence : Si E |u,| est convergente alors E u, est conver-
gente.

— Si Zun et Zvn sont convergentes et (\, i) € R?, alors Z()\un + pv,,) est convergente.

Séeries de référence : convergence et somme

— La série harmonique est divergente.

. 1
— La série g — est convergente .
n
n=1

— La série Z q" est convergente si, et seulement si, |¢| < 1.

Autre formulation de la propriété ci-dessus :
* Si|g| < 1 alors la série Z q" est convergente. (Elle est méme absolument convergente.)

* Siq| > 1 alors la série Z q" est grossiérement divergente.

+o0

1
De plus : si 1 al " =qP N).
e plus : si |q| < aorqu ¢" % T (p € N)
n=p
— La série an”_l est convergente si, et seulement si, |¢| < 1.
+00 1
De plus : si |g| < 1 alors an"‘l = W
—dq

n=1

— La série Zn(n — 1)¢"? est convergente si, et seulement si, |¢| < 1.

2

+o0
De plus : si |g| < 1 alors Zn(n —1)g" %= o
-4

n=2
n

x
— Pour tout =z € R, la série Z —- est convergente.
n!
De plus :

oo 5

Vo € R, Z%:ex.

n=0
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Méthode : détermaner la nature d’une série

L’ordre des étapes ci-dessous correspond a 'ordre dans lequel vous devez réfléchir lorsqu’on vous de-
mande d’étudier la nature d’une série sans aucune autre indication.

Dans un probléme de concours, il faudra prendre en compte les questions précédentes qui vous guideront
directement vers la bonne méthode & choisir sans avoir a toutes les tester!!!!

— Etape 1 : calculer, si possible, lim wu,,.

_)

_)

n—-+4o00

si lim w, = 0 ou si on n’arrive pas a calculer lim wu,, on passe a I'étape 2.
n—-+00 n—-+00

si lim wu, # 0, on CONCLUT : la série Z u, est grossierement divergente.

n—-+o0o

N

— Etape 2 : exprimer Sy = Zun sans le signe Z ou a l’aide de sommes partielles de séries de

n=0

référence.

_)

_)

si on n’arrive pas a exprimer Sy sans le signe g ou & ’aide de sommes partielles de séries de
référence, on passe a ’étape 3.

si S est exprimée sans le signe Z et lim Sy =/¢ € R (limite finie), on CONCLUT :
N—+o00

+o0o
La série g u, est convergente et g u, = £ (on met la valeur trouvée pour ¢ lorsqu’on est en
n=0
exercice!l).

si Sy est exprimée sans le signe Z et lim Sy = £oo ou si Sy n’admet pas de limite, on
N—+o0
CONCLUT :
La série Z u, est divergente.

si Sy est exprimée & l'aide de sommes partielles de séries de référence, on donne la nature de

la série correspondant & chaque somme partielle puis on CONCLUT : La série Z Uy est ...
“+oo

En cas de convergence, on calcule la somme Z U, en se servant des valeurs des sommes de nos

n=0
séries de référence.

— Etape 3 : choisir une des trois méthodes ci-dessous. Pour faire votre choix il faut vous aider des
questions précédentes dans votre exercice ou alors de la forme de w,. Si vous n’avez aucune idée de
la méthode qui va fonctionner alors vous testez les trois méthodes indiquées ici!

—

Minoration par le terme général d’'une série divergente :
on trouve v, tel que Yn > ng, u, = v, > 0, puis on CONCLUT :

On sait que la série E v, est divergente car .......... D’apres les théorémes de comparaison
pour les séries a termes positifs, la série E u, est divergente.

Majoration par le terme général d’une série convergente :
on trouve v, tel que Vn > ng, 0 < u,, < v,, puis on CONCLUT :
On sait que la série Zvn est convergente car .......... D’aprés les théorémes de comparaison

pour les séries a termes positifs, la série Z u, est convergente.

Utilisation d’un équivalent simple :

on trouve v, tel que Vn > ng, v, = 0 et u, ~ v,, puis on CONCLUT :

On sait que la série Z Up €st .........(a remplir par convergente ou divergente) car ..........

D’aprés le théoréeme des équivalents pour les séries a termes positifs, la série E Upest.........(on

met le méme terme que pour Zvn)
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FAQ

— Que faire si les étapes 1 et 2 ont échouées mais on n’a pas u,, > 07
Vous avez pu remarquer que dans 1’étape 3, les méthodes présentées nécessitent le fait que u,, > 0.
Si malheureusement dans votre exercice cette hypothése n’est pas satisfaite alors deux possibilités :
* si votre u, vérifie u,, < 0 alors vous pouvez appliquer ’étape 3 a la série Z(—un) En conclusion
il faudra rajouter la petite phrase :
« En multipliant le terme général par —1, on obtient que la série Z Up est .........(méme mot

que pour la nature de Z(—un)) »

* si votre u, change de signe suivant la valeur de n alors vous pouvez tenter d’appliquer le

théoréme de majoration ou des équivalents pour montrer que la série E |u,| est convergente.
En conclusion il faudra rajouter la petite phrase :
« Une série absolument convergente est convergente, donc la série E u, est convergente. »

— Que faire si la série Z |u,| est divergente et que je cherche la nature de Z Uy !
Il faut revérifier que les étapes 1 et 2 ne fonctionnent pas et si vraiment ces étapes ne fonctionnent
pas cela signifie que I’énoncé doit vous guider pour trouver la nature de Z Up,.

— Comment trouver un majorant ou minorant simple de w,, ?
Tout d’abord il faut commencer par tenter de trouver un majorant ou un minorant avec les méthodes
simples d’opérations sur les inégalités (on part de n > ... puis on ajoute, multiplie, applique une
fonction usuelle....).
Si ces opérations simples ne fonctionnent pas, I’énoncé est censé vous guider.
En exercice nous avons rencontré, par exemple, une méthode utilisant un calcul de limite :
* Pour minorer u,, : on trouve une suite positive (v,) (votre exercice doit vous guider) telle que

lim v,u, = +o00. On rédige ensuite :
n—-+4o0o

1

Un

Il existe donc ng € N, tel que pour tout n > ng, v,u, > 1, et donc u,, > > 0.

1
1l faut alors s’étre débrouillé pour que la série g — soit divergente....
Up,
Pour majorer w,, : on trouve une suite positive (v,) (votre exercice doit vous guider) telle que
lim v,u, = 0. On rédige ensuite :
n—+o0o

Il existe donc ng € N, tel que pour tout n > ng, 0 < v,u, <1, et donc 0 < u,, < —.
Un,

1
1l faut alors s’étre débrouillé pour que la série Z — soit convergente....
Un
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