BANQUE AGRO-VETO 2019 MODELISATION

CORRECTION
Partie 1

1. a) On cherche ici & déterminer une fonction polynomiale de degré 2 qui soit le plus proche possible de
notre nuage de point.
On cherche a ce que la distance entre le point minimiser la somme de toutes les distances entre les
points (t;,1;) et le point d’abscisse ¢; de la fonction t +— a + bt + ct?.
b) La fonction F' est polynomiale en a, b et ¢ donc elle est de classe ¥ par rapport a ces trois variables
et donc les trois dérivées partielles existent. De plus :

n

F
%—(a, b,c) = Z —2(y; — a — bt; — ct?)
“ i=1
F n
%—b(a, b,c) = Z — 2t;(y; — a — bt; — ct?)
i=1
OF .
%(a, b,c) = Z — 2t (y; — a — bt; — ct?)
i=1
a—|—bt1—i—ct% yl—a—btl—ct%
2. a)OnaTp= : .Donc Y —Tp3 = :
a+ bt, +ct? Yn — a — bty — ct?

1 n
On en déduit que (Y —T0| | : > = Z(yz —a—bt; — ct?).
i=1

1
F
On retrouve donc bien que a—(a, byc) =—=2(Y =Tp| | : >

da
1
1 n 3]
b) Comme (Y —Tf| | : > :Zti(yi—a—bti—ct?), on a bien %—Z(a,b,c)z—?(Y—Tﬂ] : >
tn =1 tn
3. Supposons B est solution du systeme donné. On a alors :
( 1 1
REFRE >:o w-Th)|:| =0
1 1
t1 t 1t 3
(v 73| | ; >:0 s v-ThH|:|=0 s w-ThH|: : :|=(0 00
tn tn 1 t, t2
t7 t t7 —
(v -Th| | : >=0 (v-18)|:|=0
ty y ty

t ~

0
S Y -THT=(0 0 0)& TY-T8)=|0|« TY =TT
0

4. Encore un sujet qui fait la confusion R™ et My 1(R)...

a) Raisonnons par double inclusion :
— Soit u € ker(A). On a alors Au = 0 donc ‘AAU = A0 = 0 et donc u € ker('AA).
On a montré que ker(A) C ker(*AA).
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— Soit maintenant u € ker(*AA). On a donc :

AAu =0 = W'AAu =0 = "Audu =0
= (Au| Au) =0 = ||Au||2 =0=—= Au=0,

car le seul vecteur qui a une norme nulle est le vecteur nul. On a donc u € ker(A).
Ainsi ker(‘AA) C ker(A).
En conclusion ker(A) = ker(‘AA).

b) La matrice ‘AA est une matrice carrée a p lignes et p colonnes. Cette matrice est canoniquement associée
a un endomorphisme de RP. Donc, d’apres le théoréme du rang, on a :

dim(ker(*AA) + rg('AA) = p.

¢) A est une matrice a n lignes et p colonnes. Cette matrice est canoniquement associée a une application
linéaire de R? dans R™. Donc, d’apres le théoreme du rang, on a :

dim(ker(A)) +rg(A) = p.

d) D’apres les trois questions précédente, on a rg(A4) = rg(*AA).
Si rg(A) = p alors rg('AA) = p et donc ‘AA est inversible. Une condition suffisante sur A pour que
'AA soit inversible est donc rg(A) = p.
Réciproquement, si rg(*AA) = p alors rg(A) = p. Cette condition est donc aussi nécessaire.

5. D’apres la question 3., si T'T est inversible alors 3 = (TT)TY.

Partie 2

1. a) L’affirmation est fausse car dans les n premieres colonnes de la matrice mat on retrouve la matrice A
qui ne peut pas étre nulle car on I’a supposée inversible.

b) L’affirmation est fausse car mat est une matrice possédant n lignes et 2n colonnes alors que A est une
matrice carrée a n lignes et n colonnes.

c) L’affirmation est fausse car n > 0 donc les instructions range (0,n) ont bien du sens, et de plus i et j
sont compris entre 0 et n — 1 donc lappel A[i, j] a bien du sens.

d) L’affirmation est vraie. Au départ mat est une matrice & n lignes et 2n colonnes ne contenant que des
0 puis les deux boucles for permettent d’insérer dans les n premieres colonnes de mat les coefficients
de la matrice A.

2. a) La fonction multip modifie la matrice M en multipliant la ligne i de M par le réel c.

b) def ajout(M,i,j,c):
p=np.shape (M) [1]
for k in range(0,p):
M[i,k]+=c*M[j,k]

c) def permut(M,i,j):
p=np.shape (M) [1]
for k in range(p):
M[i,k],M[j,k]=M[j,k],M[1i,k]

3. def rang_pivot(M,j):

r=j

n=np.shape (M) [0]

for k in range(j,n):

if abs(M[k,jl)>abs(M[r,jl):
r=k

return(r)
Dans ce programme r est le plus petit numéro de ligne ou I'on rencontre la valeur maximale recherchée car
on ne change la valeur de r que si on trouve une valeur strictement supérieure a la précédente.
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4. a) Dans cet exemple n = 3 donc on fait 3 passages dans la boucle for et donc la fonction print (M) est
exécutée 3 fois.

-6 0 12
Pour j =0, on affiche | 0 2 8
0 1 -1
-6 0 12
Pour j =1, on affiche | 0 2 8
0 0 =5
-6 0 12
Pour j =2, on affiche [ 0 2 8 | (pas de changement par rapport a j = 1).
0 0 =5

b) Cette algorithme transforme, par des opérations éléments sur les lignes, la matrice M initiale en une
matrice ne contenant que des 0 sous la < diagonale > par opérations élémentaires sur la matrice M,
au sens ou tous les éléments situés en position (i,j) avec ¢ > j sont nuls apres cette fonction. De plus
a chaque étape on choisit de prendre comme < pivot > le plus grand élément de la colonne en valeur
absolue.

On a donc échelonné la matrice M en gardant les plus grands pivots en valeur absolue.

5. a) def reduire(M):
n = np.shape (M) [0]
mystere (M)
for i in range(0, n):
multip(M, i, 1/M[i,i])
for j in range(n-1,0,-1): #range décroissant
for k in range(j-1,-1,-1):
ajout (M, k,j,-M[k,jl)

b) Cette fonction commence par appliquer les opérations élémentaires sur la matrice M permettant
d’échelonner M (fonction mystere), puis I’ensemble des éléments en position (7,7) de la matrice sont
ramenés a 1 (possible car la sous-matrice de M constituée des n premieres colonnes est supposée inver-
sible donc les pivots sont tous non nuls), et enfin on effectue les opérations élémentaires manquantes
permettant de transformer la sous-matrice de M constituée des n premieres colonnes en la matrice
identité.

6. a) def augmenter(A):
n=np.shape (4) [0]
mat=initialisation(A) #la partie de gauche de mat contient la matrice A
for i in range(O,n):
mat[i,n+i]=1 #on remplit la partie de droite avec la matrice identité
return mat

b) D’apres la partie I, pour calculer 'inverse de A il suffit de :
— augmenter la matrice A (fonction augmenter);
— appliquer la fonction reduire a la matrice augmentée ;
— récupérer les n dernieres colonnes de la matrice augmentée apres action de la fonction reduire.

c) def inverser(A):
n=np.shape (4) [0]
mat=augmenter (A)
reduire (mat)
return mat[0:n,n:2*n]

d) Nous venons de programmer la méthode miroir mais le nom de cette méthode est hors-programme...
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Partie 3

1. L’équation homogene associée & (1) est : 2/(t) = —kxz(t) et admet pour solution toutes les fonctions de la
forme t — Ae ¥t avec \ € R.

Un solution particuliere sur R* de I’équation (1) avec u = h définie dans (2) est la fonction ¢ — T

1
Ainsi les solutions de I'’équation (1) sur RT sont de la forme ¢ +— e ™% + —.

k
Avec la condition initiale x(0) = 0, la solutions de (1) sur RT est :
1
VteRY,  x(t) = 21— e Rty
0 sit<O
2. a) D’apres la figure 5. 6(t) = (1 si0<t<A.
0 sit=>A
0 sit<O 0 sit<A
Or h(t) = o et h(t —A) = * .
1 sit>=0 1 sit>A
0 sit<O
Donc on a bien A(t) —h(t —A) =<1 si0<t <A =46(t).
0 sit=>A
b) Sur [0; A[, ’équation différentielle est identique & celle de la question 1. de cette partie.
okt
Donc z(t) = Te pour tout ¢ € [0; Al.
3. Pour ¢t > t;, on a u(t) = 0. Donc sur [t;; +o0o[ Péquation (1) est 'équation homogene z/(t) = —kx(t) et ses

solutions sont de la forme Ae™*t.
Afin de pouvoir utiliser la condition initiale 2(0) = 0, il nous faut aussi déterminer les solutions de (1) sur
05ti—1[ et [ti1;ti].
Sur [0;¢;_1], = doit étre de la forme ¢ — Aje™* et la condition initiale 2(0) = 0, nous impose donc que
x(t) = 0 sur [0;¢;_1].
Wi

Sur [t;_1;t;[, 'équation & résoudre est proche de celle de la question 1. Donc x(t) = Age ™ + ZZ avec Az € R.
La fonction x recherchée doit étre dérivable donc continue en t;_1. On doit donc avoir z(t;—1) = 0 et ainsi

Wi kit
Ay = ——efli-1,

k
Sur [ti—1;ti[, x(t) = %(1 - efk(tfti,l))_

Ui Uj
Grace a la continuité de la fonction z en t; on en déduit que z(t;) = ?Z(l—e_k(ti_ti—l)) et donc \ = ?Z(ekti — efti-1),

En conclusion, pour t > t;,

x(t) = —Z(ektl — ektl—l) x ekt — uiie_k(t_tl).
k k
¢ 1— e—kA
4. Montrons par récurrence sur i € N*, que la propriété (i) : x(t;) = Zuj Te*k(ti*tf ) est vraie pour
j=1
tout ¢ € N*.
1— efk:t
— Pour ¢ =1 : Sur [0;1], u(t) = uy donc z(t) = UL et ainsi, par continuité sur R de la fonction
1—ekt 1—e kA
x,on a x(t;) = u Z = uy - eti—t1

Donc Z(1) est vérifiée.
— Soit ¢ € N* fixé. Supposons Z(i) vraie. Sur [t;;t;+1], = est solution de

i

' 1—e k8 —k(t;—t;)
' (t) + kx(t) = uip et x(t;) = ;W — e
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On en déduit donc que z(t) = Ae™ + k‘ , puis on trouve A en fonction de z(t;) :

A =i (:c(tl) — ul}:l)

On en déduit alors que sur [t;;t11], z(t) = u:rl (1- e h=t)) ekt (¢,).

Grace a la continuité de x sur R on en déduit :

r(tig1) = uz‘]:1 <1 - e_m> +e MRt

Uit1 kA kA e k
j=1

%
. 1— —kA
_ Wil <1 _ e—kA) n Zuj%e—k(tiﬂ—tj)
j=1

k
i+l —kA
- Zu 1—e™ o ktit1—t;)
7k
7j=1
Donc Z(i + 1) est vérifide.
: 1—e"
Grace au principe de récurrence on a montré que, pour tout i € N*, x Zu] _k(t"_tﬂ' ).
5. Reprenons la formule pour z(t;) :
o e o k(ti—t;) AL —kA(
— . - - 1—
x(t;) = Z;uj k Zu e
1 — e*"CA Uk

ul e onaposél=1i—j

= I/Zui_g‘l)g,
£=0

—kA

1—e
avec v = —— ot & = ¢ FA,

k
6. Comme k et A sont strictement positifs on a (@Z)geN qui est une suite géométrique de raison appartenant a
]0; 1] donc cette suite est décroissante et converge vers 0.

Interprétation 7 7 7

Partie 4

1. a) Lorsque p =0, cov(Zy, Znip) = cov(Zn, Zy) = V(Z,) = 0.
Lorsque p est différent de 0, les variables Z,, et Z,, sont indépendantes donc cov(Z,,, Z,,+p) = 0.
b) L’espérance des Z,, est bien constante car on suppose que pour tout n, E(Z,) = m.
o2 sip=0 . , .
Et on a cov(Z,, Znip) = ] qui est un résultat indépendant de n.
0 sinon
Donc la suite (Z,)nen satisfait les conditions demandées et est donc un processus stationnaire.
2. a) Par linéarité de l'espérance E(X,) = E(W,) +0E(W,,—1) =040 x 0= 0.

b) La covariance étant linéaire par rapport a chacune de ses variables :
cov(Xp, Xptp) = cov(Wy, + OWp 1, Whyp + 0Wp i p1)
= cov(W,,, Wy4p) + 0cov(Wy—1, Wiip) + Ocov(Wh, Wi yp—1) + HQCOV(Wn,l, Wiip-1)
= yw (p) + 0vw (p+ 1) + Ocov (W, Waip-1) + 03w (p)
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o?(1+6%) sip=0
On a donc cov(X,,, Xp1p) = { 002 sip=1.
0 sinon
c) L’espérance de X, ne dépend pas de n et le résultat de cov(X,, X,,1,) ne dépend pas de n.
Donc la suite (X, )nen satisfait les conditions demandées et est donc un processus stationnaire.

3. a) Soit n € N*. Si X, est solution de ’équation (5), alors avec la linéarité de I’espérance, on a :
E(X,) —¢E(Xp-1) =0= u(l —¢) =0.

Or ¢ # 1 donc p = 0.
Ainsi E(X,,) = 0 pour tout n € N.
b) Soit n € N*. Comme le suggere I’énoncé multiplions I’équation (5) par X, et prenons 'espérance. On
obtient :
E(X?2) — 0E(X; Xn-1) = B(X,,W,).
Or vx(0) = cov(X,, X)) = (X )= E(X2) - BE(X,)? = E(X,)? d’apres la question précédente.
De plus vx(1) = cov(Xy—1, Xy) = E(Xp—1Xy) — E(Xy—1)E(X,) = E(X,,-1X,), toujours grace a la
question précédente.
On a donc bien vx(0) — ¢pyx (1) = E(X,W,).
c) (1) Soit n € N*. On sait que X,, = W,, + ¢X,,_1 donc E(X,W,,) = EW2) + ¢E(W,X,,_1).
D’apres ce que I’énoncé nous fait admettre, on a E(W,, X,,_1) = 0 et de plus
EW2) =V (W,) + E(W,)? = o2
Donc on a bien E(W,X,,) = o2
(2) En suivant les consignes de I'énoncé on a : E(X,X,_1) — ¢E(X2_|) = E(X,—1W,).
Or BE(X, X, 1) =vx(1) et BE(X2_;) = vx(0). De plus, on a admit que E(X,_1W,) =0
Donc vx (1) — ¢yx(0) = 0.
(3) En reprenant les trois question précédentes on a :

0.2

{10 —omt et (0) = 7
X 1= 2
la division par 1 — ¢? étant rendue possible par 'hypothése —1 < ¢ < 1.

d) On peut remarquer, grace a (5) que :
—¢oXp1 =W,
Xn-1—0Xn—2=Wy
Xn—2 - (bXn—S = Wn—Z

-p ¢anp71 = anp

En multipliant la deuxieme ligne par ¢, la troisieme par ¢2,..., la p + 1-iéme par ¢P, et en sommant,
on obtient

p
Xn = Zgbkwn—k + ¢p+1an(p+1)-

k=0
En choisissant p = n — 1 on obtient
n—1
k=0
Comme X,, modélise la hauteur du lac aux instants n, on peut formuler '’hypothese que Xg = 0.
n—1
On obtient donc X,, = Z(bk W,,—k ce qui se rapproche de I’équation (3) et donc W,, représente alors,
k=0

a une constante multiplicative pres, le débit d’entrée du lac aux instants n.
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Partie 5
1. Soit n € N*. Le modele (6) peut se réécrire :
Xp =Xy =W, — (1 - QS)anl-

On peut alors interpréter :
— X, — X,,_1 représente la différence de hauteur entre les instants n et n — 1;

— W, représente, & une constante multiplicative pres, le débit entrant (on pourra remarquer que I’espérance
de W, n’est plus supposée nulle) ;

— le terme (1 — ¢)X,,_1 représente alors le débit sortant (toujours & une constante multiplicative pres) et
on remarque qu’il est proportionnel a la hauteur a l'instant n — 1.

2. a) Soit n € Nx.
w0 = 23w, -7y
U n4 J
J=1
l — 9 = =2
= EZ(Uj —2U;U+T")
j=1

1 — 1< 1
_ - 2 - . -
—nEUj 2U><n§UJ+U xngl

j=1 j=1 j=1

—
U
1 2 2 1¢ 2
_ 2 772 72 2 77
_EEUJ_QU —i—U—Eng—U.
=1 j=1

b) Par linéarité de I’espérance :
. 1o —
Béo(0) = S BU}) - B
j=1

2

)

Or on a supposé que (U,,) est un processus stationnaire donc vy (0) = V(U;) = E(Uf) + E(U;)? et donc
E(U?) = (0) + m?.
On a donc

2

Bo(0) = () +m? ~ L5 | [ S0,
j=1

1 n
:,.YU(O)+m2_EE ZUJZ-FQ Z UZ‘UJ‘
j=1

1<i<j<n
1
= v (0) + m? — — | 7w (0) + m’)+2 > E(UU))
1<i<j<n
1 n—1 n
= (0) +m? — — | 7w (0) + m?) +2Y > EUU;)
i=1j=i+1
1 n—1ln—1 ' '
= vy (0) + m? — — | 7w (0) + m?) +23 Y E(UiUiy) avec j =i+ p
i=1p=1

De plus, on a vy (p) = E(UpUpip) — E(Up)E(Unp) = E(UpUpyp) —m?, done E(U;U;1p) = yu(p) +m?.
Reprenons notre calcul :

Agro-Véto 2019 Page 7 Modélisation



n—1ln—i

- 1
E(ju(0)) = 10(0) +m? = — | n(yw(0) +m?) +2) > (w(p) +m?
i=1p=1
1 n—1ln—p
=w(0) +m* = — [ n(w(0) +m?) +2) > (w(p) +m?)
p=1i=1 )
=(n—p) (3 (p) +m2)
1 n—1
= w(0) +m* = — | n(yw(0) +m?) +2)_(n—p)(w(p) +m?)
p=1
n—1 n—1 n(n 1)
_ 2 _ 2 _ 2 -
¢) On remarque que Z(n p)ym-=m Zk m 5
p=1 k=1
n—1 1 n—1
Donc nm? + Z(n — p)m? = n’m? et ainsi m? — — | nm?+ ) (n— p)m? | =0.
n
p=1 p=1
1 n—1
Le résultat précédent devient donc E(4y(0)) = vy (0) — s nyy(0) + ZZ(n —p)yu(p)
p=1
d) On suppose donc que la série Z ~vu(p) est absolument convergente.
peEN*
On réécrit le résultat de la question précédente :
. 2
E(yv(0)) =w(0) — _'YU - —QZ
=1
1
Ona lim —~y(0) =0 et de plus
n—+oo n
9 n—1 —
EZ(” —p) Z p)lw(p Z|’YU
p=1 =l 2
n—1
Comme Zlth(p)\ a une limite finie quand n tend vers +oo, on a . grfoo nZ]*yU = 0 et donc
r-

lim Z n —p)yu(p) = 0. On en déduit donc que lim E(Hy(0)) = vy (0).

n—-+oo n2 n—-+4oo

3. On pourrait conmderer (X,) le processus de variables aléatoire correspondant aux niveaux du lac Huron a
partir de 'année initiale notée 0 et les indices n correspondent aux années successives. On suppose que 1’on
connait les valeurs de Xy, ..., X des niveaux du lac sur les k premieres année. Le modele proposé s’écrit :

Vn e N*, X, = = ¢Xn 1+ Zn,

avec (Z,) un bruit blanc d’espérance nulle.
Avec les données des k premieres années on détermine :
— [ et (5 est estimations de p et ¢ par exemple avec la méthode des moindres carrés;
— on calcule alors les réalisation des variables Uy, ..., Uy,
— on calcule aussi I'estimation 4;7(0) de 417(0) qui nous fournit une estimation de o2,
— on crée un bruit blanc d’espérance nulle avec par exemple une suite (Zn) de variable indépendantes
suivant la loi .4#7(0,52) (question 1. partie 4).
On peut alors prédire les niveaux avec la relation de récurrence :

Vn>k, Xnp=j—0Xn_1+ Zn.
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