BANQUE AGRO-VETO 2018 MATHS

CORRECTION

Exercice :
1. La fonction f est constante et nulle sur | — oo;0]. Il nous suffit donc d’étudier précisément la fonction sur

10; +o0].

1 ¢
Sur ]0; +o0l, la fonction f est dérivable et f'(t) = = <1 — c_2> o t2/(2%),

42
f!(t) est donc du signe de 1 — —, on obtient donc le tableau de variation suivant :
c
t 0 c +00
f'(t) + 0 -
1,—1/2
t c

On a lim f(t) =0, d’apres la regle des croissances comparées.
t—-+o0
1
Le maximum de f est atteint pour ¢t = ¢ et il faut f(c) = —e~1/2,
c

Yu

16_1/2 77777777
C

[es}
ab---

2. — La fonction f est définie sur R.

— La fonction f est continue sur | — 0o; 0] car elle est nulle sur cet intervalle.
Sur |0; +oc[, f est une composée et un produit de fonctions usuelles continues donc f est continue sur
cet intervalle.
Ceci prouve que f est continue sur R*. (On pourrait aussi montrer que f est continue en 0 mais ce n’est
pas utile ici car le théoréme du cours demande que f soit continue sur R sauf éventuellement en un
nombre fini de points.)

— Pour tout ¢ <0, f(t) =0 donc on a bien f(t) > 0.

f

t
Pour tout ¢t > 0, — >0 et e~?/2¢*) 5 0, donc f(t) > 0.
c
f est une fonction positive.
0
— Comme f est nulle sur | — oo; 0], l'intégrale / f(t)dt est convergente et vaut 0.
—0o0

+oo

t
Sur [0; +00] la fonction ¢ +— —Qe_tQ/(202) est continue donc 'intégrale f(t)dt est impropre en +oc0.

¢ 0
Soit £ > 0. On a : N

/ L0 gy = [t 2y et
0o ¢ 0
i Tt —12/(962 X —22/(2c2)
Donc lim —e /@ qt = lim 1—e @/ =1,
T—r—+00 o C T——+00
+00

Ainsi, 'intégrale f(t) dt est convergente et vaut 1.
0 oo

En conclusion, I'intégrale f(t)dt est convergente et vaut 1.

—0o0

Ces quatre points prouvent que f est une densité de probabilité.
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+oo
3. a) / e’ 2dz = \/2r.

oo

t t t
b) On effectue le changement de variable x = —. La fonction ¢ — —, est strictement croissante et %ir% -=0
c c -0 ¢

t
et lim - = +o0.
t——4o00 C

“+o00 “+o0o

L. L, 42 2 2 . < .

Ainsi, les intégrales / e /27 qt et / e " /2cdx sont de méme nature, c’est-a-dire convergentes,
0 0

et ont la méme valeur.

D’aprés la question précédente et le fait que la fonction x +— e~ /2 est paire, on obtient

+oo /
/ e_$2 /2 dx 27T
0

2

+oo V2
On en déduit donc que / e /2 gt = ¢ 5
0
+oo
c) X possede une espérance si, et seulement si, I'intégrale / tf(t)dt est absolument convergente.
—00
0

Sur | — o0; 0] la fonction t — ¢f(t) est nulle. Donc / tf(t) dt est convergente et vaut 0.
oo

Sur [0; +o0], on considére A > 0. On a alors, par intégration par parties :

A A t 2 /(902 222A A 2 /(902 A2 /(902 A 2 /(902
/ tf (1)) dt = / e /0 dp = [gom/)] +/ /2% 4y = _ g2/ >+/ /2 gy
0 0 ¢ 0 Jo 0
Or, par croissances comparées, Alim — Ae A g et d’apres la question précédente
—+00
A /o5
lim et/ gt = ¢ 27T.
A
V2
Donc lim tf(t)dt = Ay
A—+4o00 0 2
+o0

En conclusion, l'intégrale / tf(t)dt est absolument convergente, donc X admet une espérance et

—00
V2T
5 -
4. Supposons dans cette question que X™ admet une espérance. Pour montrer que X"+? admet une espérance,

EX)=c

il faut montrer que 'intégrale / +Oot"+2 f(t)dt est absolument convergente, ce qui revient ici a étudier la
convergence sans la valeur absoh;go car t"T2f(t) > 0.

Sur ] — 00; 0] la fonction ¢ + t"*2 f(¢) est nulle. Donc /0 "2 f(t) dt est convergente et vaut 0.

Sur [0; +00], on considere A > 0. On a alors, par intégr;gfon par parties :

4 4 t 22
/t"+2f(t)dt:/ 12 — e/ g
0 0

C

2 2 A A 2 2
_ [_tn+26—t /(2 )}0 +/ (n + 2)tn 1=/ gy
0

A
_ _An+2€—A2/(202) + (n + 2)02/ tnf(t) dt.
0
Or, par croissances comparées, lim — A= A%/(2e%)
A—+oo

= 0 et par hypothese dans cette question

A
li " = E(X").
A ) f(t)dt = E(X™)
A
Donc lim "2 () dt = (n 4 2)PE(X™).
A—+o0 Jo
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+oo
En conclusion, I'intégrale / 2y (t) dt est absolument convergente, donc X" "2 admet une espérance et
—0oQ

E(X"?2) = (n+2)E(X").

5. Montrons par récurrence que pour tout entier n, la propriété Z(n) : « E(X?") = 2"c*"n! et

2n + 1)1+t
ont1y _ o=l
B = Vam— i —

— Pour n=0:0na E(X") =1et 2°°0! = 1.
Vor 11t Vor
De plus E(X!) = ¢ 5 et \/ﬂ2x1! =c——
Donc Z2(0) est bien vérifiée.
— Soit n un entier naturel fixé. Supposons Z(n) vraie.
D’apres la question précédente E(X2H1)) = ¢2(2n + 2)E(X?™).
Donc d’apres 2(n), E(X?HD) = 2(2n 4 2)2"¢?"n! = 221200+ (4 1)1
D’apreés la question précédente E(X2HD+1) = B(X2+3) = ¢2(2n 4 3)B(X 2" 1),
Donc d’apres & (n),

> est vraie pour tout entier n.

(2n + 1)l HL
E(X2(n+1)+1) = 02(27”L + 3) V QWW

(271 + 3)!c2n+3
=2
"2n 1 2) x 27+ 1nl

B ~(2n+3)'62"+3
2n+2( _|_1) :

Ainsi, Z(n + 1) est vérifiée.

Grace au principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N, F(X?") = 2"¢?"n! et
E X2n+1 _ \/2_(277‘ + 1)!02n+1
( )= m on+1pl
6. a) Si X admet une variance, alors pour tout € > 0,

V(X)
—.

P(IX — B(X)| > ) < —

b) D’apres la question 5, X2 admet une espérance et E(X?) = 2¢%.

2
Donc X admet une variance et V(X) = E(X?) — E(X)? = 2¢? — % =c? (2 - g)
c) D’apres I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, on sait que
V(X)

P(X e[BX)—aBX) +e)>1-—3

(comme X est une variable a densité on peut mettre des crochets fermés a lintervalle.)

[4—m \/2 4 — \/2
On pose alors € = 10c¢ T T ot B=c T + 10c

P(X € [a;8]) = 0,99.

, et on a donc bien

7. On sait que P(X € [0 /f dt—l—e_V/(QC)

Donc pour avoir P(X € [0;v]) = 0,99, il faut prendre v = 2¢4/In(10).
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Probleme :
I. Matrice de transition

1. a) La famille ([X,, = 0], [X,, = 1], [X,, = 2]) forme un systéme complet d’événements. D’apres la formule des
probabilités totales :

P(Xn41 =0) = P(Xn = 0)Px,—0)(Xn+1 = 0) + P(Xy = 1) Px, —1)(Xn41 = 0)
+ P(Xn = 2)Px, —2)(Xn1 = 0)

De méme,
P(Xny1 =1) = P(Xn = 0)Px,—0)(Xn+1 = 1) + P(Xy = 1) Px, —1)(Xny1 = 1)
+ P(Xp = 2) P, g (Xns1 = 1) = %P(Xn —1)
= 1P(X,, = 0) + 1P(X,, = 2).
P(Xpi1 = 2) = P(X = 0)Pix, ) (Xni1 = 2) + P(Xy = )Py, 1)(Xos1 = 2)
+ P(Xn = 2)Px, —2)(Xn41 = 2)

1
=-P(X,=1).
SP(X, = 1)

On a donc bien Y, 11 = AsY,, avec Ay la matrice donnée dans I’énoncé.

b) Déterminons les valeurs propres de As. On cherche les réels A tels que rg(As — Al3) < 3. On a:

A 1/2 0
I‘g(AQ - )\Ig) =T1g 1 - 1

0 1/2 —A
1 =X 1

=T1g 0 1/2 —A Ll%L2<—L3<—L1
X 1/2 0
1 - 1

=rg|0 1/2 -2 L3+ L3+ ALy
0 1/2—-X2 A
1 =X 1

=rg|0 1/2 -]\ L3« 3L3+ (A — §) Lo
0 0 A1-2)?)

Ainsi les valeurs propres de As, sont les solutions de A(1 — A?) = 0, c’est-a-dire 0, 1 et —1.
Ag est une matrice de .#3(R) admettant trois valeurs propres distinctes, donc Ay est diagonalisable.
2. La famille ([X,, = 0], [X, = 1],...,[X, = N]) forme un systéeme complet d’événements. D’apres la formule
des probabilités totales, pour tout i € [0; N] :

N

P(Xpy1=1) =Y P(Xn =k)Px,_j(Xnt1 =i).
k=0

N—i+1
Or,sik#i—1letk#i+1, Py, _(Xns1 =17) = 0. De plus, sii—1>0, Px,_; 1)(Xnt1 = i) = Aot

(probabilité de choisir un nombre strictement supérieur au nombre de boules contenues dans U; c’est-a-dire
. . , 1+ 1

i—1)et,sii+1<N, Bx,—ip1](Xny1 =1) =

On obtient donc :

(probabilité de choisir un nombre entre 1 et i + 1).

1 1
P(Xp41 =0)= —P(X, =1), P(Xp41=N)=—=P(X,=N—1),
N N

N—1+4+1 . 1+ 1 .
———P(Xy=i— )+ P(Xy =i +1).

On a donc bien Y, 11 = AY,,, avec A la matrice donnée dans I’énoncé.

Vie[LN —1], P(Xps =1i) =
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3. — Pour N =2

y=x
X =X & x—;—z:y Sr=y==z
y=x
1
El(tAg) = Vect 1
1
0 1/3 0 0
1 0 2/30
— Pour N =3, A3 = 0 2/3 0 1
0 0 1/3 0
y=x
z+ 2z
UsX = X & 3. eamy—s—t
34 = 2+t r=Yy==2=
g,
3
z=1t
1
‘ 1
El( Ag) = Vect 1
1
4. On peut remarquer que dans la matrice A lorsqu’on somme les éléments d’une colonne on obtient 1.
1 1
1 1
Donc ‘A| . | = | . |, ce qui signifie que 1 est bien valeur propre de ‘A.
1 1

5. On remarque que t(A —Ini1) = ‘A — Iny1, donc, comme 1 est valeur propre de ‘A, t(A — I,41) n'est pas
inversible.

Une matrice et sa transposée ont le méme rang, donc rg(A — Iny1) = rg( (A — I41)) < N+1 et donc 1 est
bien valeur propre de A.

II. Détermination de I’espérance de la variable aléatoire X,

1. Dans l'urne Uy, entre l'instant n et l'instant n + 1, on a soit ajouté soit retiré une boule. Donc (X, 41 —
X)) ={-1;1}.

2. D’apres la question précédente
EXpi1—Xn)=(-1)xP(Xp1—Xpn=-1)4+1x P(Xp41 — X =1).

Or la famille ([X,, = 0], [X,, = 1],...,[X, = N]) forme un systéme complet d’événements. D’apres la formule
des probabilités totales, pour tout i € [0; N] :

M) =

P(Xpi1 = Xn=1) =Y P(X, = k)P, i) (Xns1 — Xp = 1)

k=0

P(Xpn = k)Pix, =) (X1 = k+1)

M= 11

N —k
N

P(X, =k) x

b
Il

0

De méme
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N
P(Xps1 = Xp=—1)=> P(Xp = k)Px,—)(Xn41 — X = —1)

k=0
N
=Y P(Xn = k)Pix, (X1 =k — 1)
k=0
N
= P(X,=k) x k.
N
k=0
Donc N N
k N —k
BE(Xni1 — Xn) = - _P(X, = X~ + S P(X, ¥
k=0 k=0
N
zkp ey,
k=0
3. D’apres la linéarité de l'espérance et la question précédente :

N -2

(E(Xp))nen est donc une suite arithmético-géométrique. On a donc :

Vn € N, B(X,) = (%)n (E(Xo) _ g) +3.

2 N
<letdonc lim E(X,)=—.

n—s-+o00 2
Au bout d’un temps tres long on tend vers une répartition des boules moitié/moitié dans chaque urne.

N —
4. Comme N > 2,0 <

I1I. Etude de la probabilité stationnaire

N
1. Montrons par récurrence que la propriété P (k) : < xy = < k)xo >, est vraie pour tout k € [0; NJ.
— Pour k£ =0, 0 )%= 1 x zy donc Z(0) est bien vérifiée.

1 N
De plus en regardant la premiere ligne de 1’égalité AX = X, on a N1 = 2o, donc 1 = ( 1 >x0.
Z(1) est bien vraie.
— Soit k € [1; N — 2] fixé. Supposons (i) vraie pour tout 0 < ¢ < k.
On sait que AX = X, donc en ne s’intéressant qu’a la ligne kK + 1 on a :

N-k+1 ket 1
Txk—l‘i‘ N Th+1 = Tk
o N (N)xO_N—IH—l( N >m0

F+1\k F+1 \k—1

N (N k N
TN —k\k+1)0 T Nk \k+1)"

B N
“\k+1)"

N
Grace au principe de récurrence, on a montré que pour tout k € [0; N — 1], xx = <k>xo.

1
Il reste & s’intéresser a la derniere ligne de 1'égalité AX = X. On a alors N:UN,l = xpy, donc zy =

H=n ()
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1
(%)
2. D’apres la question précédente, E1 = Vect (2)
()
1
(7)

1
Donc (2) , qui est une famille libre car formée d’un seul vecteur non nul et génératrice de Fy, est

N
(v)
une base de E; et par conséquent dim(FEq) = 1.

3. D’aprés la formule du binome de Newton, S = (1 + 1)V = 2V,

N
7T€E1<=>7Tk=< >7T0

4. D’apres la question 1. :

k
Donc pour que 7 appartienne a F et que la somme de ses coordonnées soit égale a 1, il faut avoir my = oN
. . 1 (N . L .
Réciproquement, le vecteur m tel que 7, = v | 1 appartient bien a Fq et vérifie que la somme de ses
coordonnées vaut 1.
1
N
(1)
G
™= 2_N 2
N
(v)
1
5. On reconnait ici que X4, suit une loi binomiale de parametres NV et 3
N N
On a donc E(Xy) = 5 et V(Xoo) = R

6. On rappelle que Pour tout n € N, Y, 11 = AY,,.
On peut donc montrer par récurrence que pour tout n € N, Y,, = A™Yj.
Or, comme Xj suit la méme loi que X, on a Yy = .
Et comme 7 € Fy, Amr = 7 et donc on peut montrer par récurrence que pour tout n € N, A"nr = 7.
Ainsi, on a Y,, = 7 et X, suit donc la méme loi que X, c¢’est-a-dire une loi binomiale de parameétres N et

5 .
1
Lorsqu’on démarre dans une situation de loi binomiale de parametres IV et 37 on reste dans cet état a chaque

étape.
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