Partie 1 :

ENS riLIERE BCPST 2019

1.1. Soit p : [1;n] — [1;n] une permutation et M sa matrice.

M est bien une matrice a n lignes et n colonnes et ses coefficients sont bien tous positifs car ce sont
uniquement des 0 et des 1.

Comme p est une bijection, pour un entier ¢ fixé, il existe un unique jo € [1;n] tel que jo = p(3).

n
Done My; = 0'si j # jo et Myj, = 1. Ainsi, Y My = 1.

Jj=1

De méme, pour un j € [1;n] fixé, il existe un unique ig tel que j = p(ip). Donc M;; = 0 sii # ig et M;,; = 1.
n

Ainsi, ZMM =1.
i=1
M est bien une matrice bistochastique.

1.2.
n—1 n
DV 9| [0 VA 5220 9D 0 D op?
=2 j=i i=1 j=i+41
SOVESSDVRTEEID S 3D opF
=2 j=i =2
n n n—1 n n
PICEDICE RSN DTS R
j=1 j=2 i=2 j=i j=i+1
n—1 n
=bicr + Zbicz‘ +bpep = Zbici-
i=2 i=1
1.3. Exemple
1—>1 1 00 1 -2 010
1.31.pp:¢ 252 My=10 1 0 paiq 21 , My=11 0 0O
3—3 00 1 3—3 00 1
1—-1 1 00 1—3 0 0 1
pr:q 253 , Ma=10 0 1 pPsiq 22 Ms=10 1 0
3—2 010 3—1 100
1—2 010 1—3 0 0 1
D3 - 2—-3 ,M3=[0 0 1 D6 - 2—-1 ,Mg=1|1 0 O
3—1 1 00 3—2 010
3
1.3.2. e Pour p; : Z (yp(l-) — CUZ')Q =0+ 0% 4+22=4.
=1
’ 2
e Pour ps : Z (yp(i) — x,) =02+3'+12=10.
i=1
> 2
e Pour p; : Z (Ypiy — )" = 12432 + (—2)? = 14.
i=1
> 2
e Pour py : Z (yp(l-) —z) = 12+ (-1)* +22 =6.
i=1
’ 2
e Pour ps : Z (Ypiy — i)~ = 42 + 0% + (—2)%* = 20.
i=1
ENS BCPST 2019 Page 1 Correction



3
2
o Powr ps 3 () — 1) = 42+ (-1)° + (-1 = 18,
i=1
Dans ce cas, c’est p; = id qui minimise cette quantité.
1.4. Exemple

1.4.1. On remarque rapidement que la matrice M donnée est bien bistochastique : comme r € [0; 1], on a bien
r et 1 —r qui sont positifs et de plus, la somme sur chaque ligne ou colonne est » +1 —r = 1.

Onaalors C(M)=12x (1 —7)+42xr+0*xr+32x (1 —r)=6r+ 10.
1.4.2. Montrons que les matrice bistochastique de taille (2,2) sont de la forme des matrices de la question
précédente.

Soit M € #5(R) une matrice bistochastique. Ecrivons M sous la forme (Z d)’ On sait alors que a,
b, ¢ et d sont positifs. De plus :

at+b=1 a=1-5b _ _
crd=1 Jamie AT T LTy
a+c=1 l—btc=1 —, _,
b+d=1 b+1l—c=1 €= €=

Comme a > 0, on en déduit que nécessairement, b € [0;1].
1-b b

b 1-b
Les matrice bistochastique de taille 2 sont donc bien forcément de la forme de la matrice de la question

On a donc M = < > avec b € [0;1].

précédente.
Pour 7 variant dans [0; 1], C(M) = 6r + 10 est donc minimal uniquement pour r = 0 ce qui correspond
aM=1I.

1.5. Matrice de permutation

1.5.1. Une permutation est une bijection de [1; n] dans [1; n], donc quitte a réordonner {p(j),j € [1;n]} = [1;n].
n n
Ainsi Zyp(j) = Zyj.
J=1 J=1

Pour l'inégalité demandée, fixons nous i € [1;n]. On ordonne alors 'ensemble {p(j),j € [i;n]} en
P’écrivant sous la forme :

{p(4),5 € lisn]} ={ai, aigr, .- -, an}, avec a; < aj+1 < ... 0n.
Les a; sont distincts deux a deux et appartiennent tous a [1;7]. On a donc nécessairement
a; él, Qi+1 <i+1,...,an <n.

Comme les y; sont rangés par ordre croissant, y,, < yj et donc

n n n
D Unt) = D _Ya; < D i
Jj=t Jj=t j=t
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> (ptiy — i) Zyp@ len;ypmxi + anwz

= 2@/3 - 2iyp(i)wi + anx?

= En:?f —2 ﬁﬂliyp(j) + i (i — xm)iypm + i:vz
- Zyl - 2%123/; - 22 — ;1) Zyp + Zm

>
/O H,_/

n
< E Yj
Jj=t

n

n n n n
> ny -2 mlzyj + Z (w5 — xi—l)zyj + Zx?
i=1 j=1 i=2 J=i

i=1

/

1.5.2. Pour une matrice de permutation, M;; = 0 si p(i) # j et M, =1

n

Donc C(M) = Z (yp(l) — 1‘2‘)2.
i=1

On remarque aussi que C([,) = Z(yz — SCZ')Q. Ainsi, d’apres la question précédente, pour toute matrice
=1
M de permutation, C(M) > C(I,,).

La matrice identité rend bien minimale la quantité C'(M).
1.6. Matrices bistochastiques symétriques

1.6.1. Pour tout 4, j de [1;n], comme les x}, et les yj, sont rangés par ordre croissant, les deux quantités z; —
et y; —y; sont de méme signe.

Donc (x; — z;)(yi — y;) = 0, ce qui donne en développant :
TiT; — Y — Y + Yy 2 0 25 + vy = Y5 + Ty
1.6.2. Soit M une matrice bistochastique symétrique. On a alors :

D ITRTILITED 3 ST ITINE) 3) SIS ) SFEIvH

i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1 i=1j=1

n n n n n
On remarque alors que ZZy]QMZ] = Zy?ZMZ] = Zy? car M est bistochastique.
i=1 jfl j=1 =1 j=1

De méme, ZZ:{: M;; = Zx .

i=1j=1
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De plus,

n n n n n n
2Y D wiwiMiy = Y yiwiMij+ )y ywiMy

i=1j=1 i=1j=1 i=15=1
n n n n

= E E yjxiMi; + E g yixj Mji
i=1j=1 j=li=1

dans la deuxieme somme on a échangé les noms des indices de sommation...

n n n n
= E E yjxiMi; + E g yixj Mji
i=1j=1 i=1j=1
dans la deuxieme double somme on échange ’ordre des deux sommes

n n
= ZZ(nyZMU + y;x; Mj; ) car matrice symétrique
~~

i=1j=1

n n
= (i + i) M

i=1j=1

n n
< ZZ(xzyz + x;9;)M;; question précédente

i=1j=1
n n n n n
On remarque alors que Zszyle = szyZZMU = leyl
i=1j=1 i=1 j=1 i=1
n n n
De méme szjijij = ijyj.
i=1j=1 j=1
n n n
Donc QZZijiMij < 22:6@%
i=1j=1 i=1
Pour finir, on a donc
n n n n n
DD (i — @) My = Y yi =23 wiyit Y al
i=1j=1 j=1 i=1 i=1

/

n '
= (i — )’
=1

n
1.6.3. D’apres la question précédente, en remarquant que C(I,,) = Z(yz - :U@')Z, on a
=1

C(M) = C(In),

pour tout matrice M bistochastique symétrique. Donc la matrice identité rend bien minimale la quantité
C'(M) parmi les matrice bistochastique symétrique (I,, fait bien partie de cette catégorie).

1.7. Cas général
1.7.1. Traitons tout d’abord le cas i =1 :

n n n n
ZZMjkykZZ ZMjk Yk

j=lk=1 k=1 \j=1

n
= Zyk car M est bistochastique
k=1

n
= Zyj
j=1
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L’inégalité est donc en fait une égalité.

On suppose maintenant que i € [2;n].

Comme les y; sont rangés par ordre croissant, si k < ¢ — 1 alors yi < ;.

i—1 i—1
Donc, comme les My; sont des réels positifs, pour tout j > 1, ZMjkyk < ZMJkyZ
k=1 k=1

n i—1 n i—1

On en déduit donc que ZZMJkyk < ZZMﬂk Ui

j=tk=1 j=tk=1

n i—1 n i—1

On va maintenant montrer que ZZMJk = ZZM’W

On a:

n i—1 n i—1

j=ik=1 j=ik=1

i—1i—1 i—1i—1

I Mg =) My +> > M —> > My,

j=ik=1 j=ik=1

n i—1

j=1k=1 j=1lk=1
i—1i—1

=D D M=) ) My

j=1k=1

k=1j=1

on a regroupé les deux premiers termes et dans la troisieme double somme on a renommé

les indices en échangeant leur nom

i—11—1

1—1 n
=Y D M =Y > My
k=1 j=1

j=1lk=1

——

n
“1= > My
j=1

n i—1

i—1i—1

=D D M=) Y My

j=1k=1

n i—1

j=1lk=1

=D M.

j=ik=1

n i—1 n i—1

On a donc montré que ZzMjkyk < ZZM’W Yi-

j=ik=1 j=ik=1

n i—1 n i—1

Or, toujours parce que les y; sont rangés par ordre croissant, ZZMWJ > ZZM’W Yi-

j=ik=1 j=ik=1

On a donc bien montré ce qui nous est indiqué, c’est-a-dire que :

On obtient donc :

n i—1 n i—1
ZZMjkyk < ZZMkjyj-

Jj=ik=1 j=ik=1

n o n n i—1 n n
D> Mikye =YY Mgk + > My

J=ik=1 j=ik=1 =i k=i

n i—1 n n
S ZZMkjyj + ZZMjkyk

j=ik=1 j=i k=i

d’apres I'inégalité qu’on a montré juste avant
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Dans la deuxiéme somme, on remarque alors, qu’en renommant les indices (p = j et £ = k) puis en
échangeant 1’ordre des sommes, on a :

n n n n n n
DD My =D My =Yy Myeye
j=i k=i p=i (=i (=i p=i

De plus on peut aussi dans la premiere somme renommer les indices p = k et £ = j et cette somme

devient
n i—1 n i—1
ZZMkjyj = ZZMpwz-
j=ik=1 t=ip=1
Ainsi
n i—1 n n n i—1 n n
DO Mgy + D> > Mgk = > Myye+ Y > Myye
Jj=tk=1 Jj=t k=i {=ip=1 (=i p=1i
n n
- Z ZMpZ Ye
{=i \p=1

=1
n n
=D ve=2
(=i j=i
On a bien obtenu le résultat demandé :
n n n
DD My <D s (+)
j=ik=1 j=i
Pour la derniere inégalité reprenons les calculs du cas symétrique. On peut repartir de :

n o n n n o n n
ZZ(% — .%'Z')QMZ‘J‘ = Zy? — QZZijiMij + Zx?
j=1 1=1

i=1j=1 i=1j=1

n n n
On cherche donc & montrer que ZZijiMij < Zijj.
i=1j=1 j=1

On va se servir de la question 1.2 en écrivant :

n n n n
Zzyﬂz‘Mij ZZ Zijij Zi

i=1j=1 i=1 | j=1 by
¢
n
Afin de < libérer > la lettre j, on peut remarquer que ¢; = ZM,kyk
k=1
Grace a la question 1.2.

n n n n n n n
ZZijiMij = xlzZMjkyk + Z (xz - 55121) ZZMijyk‘
=2

i=1j=1 j=1k=1 Jj=tk=1

n n n
On a déja vu que ZZMjkyk = Zyj-
j=1k=1 Jj=1
De plus, d’apres () :
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n n n
SN My <y
=i

j=ik=1

Comme x; — x;_1 > 0, on a

n n n n n n n
ZzijiMij = $1ZZMjkyk + Z (xz - 561'71) ZZMjkyk

i=1j=1 j=1k=1 =2 j=tk=1

n n n
< 33121/]' + Z (i — zi-1) Zyj
j=1 =2 j=i

n
= § TiYi
i=1

toujours d’apres 1.2.

On a donc obtenu que

n o n n n n
ZZ(:UJ — mi)ZMij > Zy? — Qszyz + ZZ’ Z — 1'1

i=1j=1 j=1 i=1 i=1
1.7.2. On a montré dans la question précédente que pour toute matrice bistochastique M,
C(M) = C(1,).

Donc la matrice identité rend bien minimale la quantité C'(M) parmi les matrice bistochastique. (I,
fait bien partie de cette catégorie).

1.7.3. On suppose donc dans cette question que les z; et y; sont rangés dans un ordre strictement croissant
et on veut montrer que dans l'inégalité C (M) > C(I,,) on a égalité si, et seulement si, M = I,.
L’idée ici est de remontrer les calculs de la question 1.7.1 pour voir ce que signifie le cas d’égalité.
Comme dans cette question on a x; —x;—1 > 0 (et non plus >) on ne peut avoir égalité dans I'inégalité
finale de la question 1.7.1 que si I'inégalité (x) est une égalité.

n 1—1 n 1—1
Or, lors de la démonstration de I'inégalité (x), la seule inégalité utilisée est ZZ kYK < ZZM kY-
j=ik=1 j=tk=1
On ne peut donc avoir égalité dans (x) que si cette inégalité est une égalité.
n i—1 n i—1
Notons Az = ZZM]kyk — ZZMk]y]
j=ik=1 j=ik=1

On souhaite donc savoir & quelle condition sur M, A; = 0 pour tout ¢ > 2. On peut, pour faciliter les
calculs, poser A1 = 0.
Idée : simplifier au mazimum la différence Aj11 — A; et regarder quand cette différence est nulle.

Pour i > 2 :
n 7 n i—1 n
DD Muyk= > > Muys+ > My
Jj=t+1k=1 Jj=t+1k=1 j*i+1
n i—1
= ZZ iKYk — ZMzkyk + Z jili
j=ik=1 j=i+1
et
n 7 n i—1
Z ZMkjyﬂ ZZMkjyj ZMkzyz+ Z Mijy;
j=it+1lk=1 j=ik=1 Jj=i+1
n i—1
= ZZMk]y] ZM]zyz + Z M yp
Jj=tk=1 k=i+1

dans les deux dermeres sommes on change le nom des indices
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On soustrait et on obtient :

n n
Aip1=Di =Y My + Migyi + > Mjiy; — Myy;
k=1 j=1
—_———
=y

n
=A; - ZMzkyk +yi
k=1

On peut remarquer que cette égalité est encore vraie pour ¢ = 1 car :

n n n n
Ay = ZMjlyl - ZMljyj =y1 — Muy — ZMljyj =y — ZMljyj-
=2 =2 =2 =1

Ainsi, avec le fait que A; = 0, on peut en déduire que A; = 0 pour tout ¢ si, et seulement si :

n
Vi € [1;n], Yi — ZMzkyk =0. ()
k=1

n

Pour i = n, en écrivant y,, = ynZMnk, on obtient :

k=1
n n—1

D Mk (yn —yr) = 0 > Mg (yn — yi) =

k=1 k=1

Or, pour k € [1;n — 1], yn — yx > 0 et My > 0.

On a donc une somme de termes positifs qui est nulle, donc chaque terme est nul.

Ainsi, pour k € [1;n — 1], My, = 0.

Gréace au propriété des matrices bistochastiques (somme sur une colonne vaut 1) on en déduit que
M, = 1 et donc (somme sur une ligne vaut 1 et coeff tous positifs) M, = 0, pour tout k € [1;n — 1].

Grace a cette information, I’égalité (xx) devient :
n—1
Vie[lin—1],  yi— > My, =0.
k=1

On réitere notre raisonnement avec ¢ = n — 1. On obtient que M, _1,-1 = 1 et tous les autres termes
de la ligne n — 1 et de la colonne n — 1 sont nuls.

On effectue alors une récurrence descendante et on obtient bien que M = I,,.

On a montré que seule la matrice identité réalise I’égalité C' (M) = C(I,,) parmi les matrice bistochas-
tiques.

Partie 2 :

Dans toute cette partie nous noterons h une densité de la variable U qui suit une loi uniforme sur [0;1].

ht) = {1 site[0:1]

0 sinon

2.1. Exemple

2.1.1. La fonction g étant continue sur le segment [0; 1], elle est bornée. Donc la variable g(U) prend ses valeurs
dans un intervalle borné et donc elle admet une variance. D’apres le théoreme de Koenig-Huygens on
a:

Or V(g(U)) > 0 done E [g(U)?] > (E[g(U)))*.
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Cas d’égalité :
B [gU)?] = (Elg)))* & E [(9(U) - Blg@)))?] =0

= (9(U) = Elg(U)])* =0

car pour une VAR a valeurs positives F(X) =0< X =0
< g(U) = E[g(U)]

< g(U) est constante < g est constante

2.1.2. Tout d’abord on a E |(So(U) — U)2] =E[(U+1-U)? =E(1)=1.
De plus, pour tout S € ., d’apres la question 2.1.1. (on prend g = S —id) :

B |(SW) - U] > (EISW) - V).

1
De plus E[S(U)—-U] = E[S(U)| - E[U] = E[S(U)] - 2’ et d’apres les propriété de 'ensemble .7, S(U)
admet f pour densité donc :

E[S(U)]:/12tf(t)dt:/12t><1dt [i]lzg.

1

Donc E[S(U) -U] = = — 5= 1 et ainsi £ [(S(U) — U)Q] > 1.

DN W

On a donc bien Sy qui minimise la quantité E [(S(U) — U)Q}.

De plus FE [(S(U) — U)Q} = 1 si et seulement si E [(S(U) - U)Z] = (E[S(U) = U))? et d’apres la
question précédente, cela n’est possible que si la fonction S — id est constante.

Or on a vu que pour S € ., E(S(U)—U) = 1 donc si S —id =cste alors nécessairement cette constante
vaut 1.

Ainsi la seule fonction S rendant minimale la quantité étudiée est la fonction id +1 c’est a dire Sg.

1

2.2. Remarquons tout d’abord ceci : on suppose que f est une densité de probabilité et on suppose que / f(t)dt
1

on a donc nécessairement f qui est nulle en dehors de l'intervalle [1 2].
Pour tout x € [1;2], par définition d’une variable & densité, Fy (z / f)dt = / f(t)dt. La fonction

f étant supposée continue sur [1;2], on peut affirmer (théoreme fondamental de l’analyse) que Fy est de
classe €' sur [1;2] et F{, = f. Comme f est supposée strictement positive sur [1;2], on en déduit que Fy
est strictement croissante sur [1;2].

La restriction de Fy & [1;2] est donc une fonction continue (et méme ¢!) et strictement croissante. D’apres
le théoreme de bijection monotone, la restriction de Fy a [1;2] réalise donc une bijection de [1;2] sur
[Fv(1); Fv(2)] = [0;1].

Montrons maintenant que la variable aléatoire Fj, L(U) admet f pour densité.

Notons G la fonction de répartition de Fy,*(U). Par définition, G(z) = P(F,'(U) < x)

Comme F‘;l est a valeurs dans [1;2], on a pour z < 1, G(z) = 0 et pour x > 2, G(z) =

Et pour z € [1;2], G(z) = P(U < Fy(x)) = Fy(x) car U suit une loi uniforme sur [0; 1].

On a donc G = Fy et donc Fy, L(U) suit la méme loi de V, c’est-a-dire admet f pour densité.

Ainsi Fj,' € 7.

Considérons maintenant S une fonction de .¥ qui soit strictement croissante.

S réalise donc une bijection de [0;1] sur [S(0); S(1)] = J.

Montrons que J = [1;2] et que S = F;l.

Comme S(U) admet f pour densité, on a P(S(U) < 1) =0et P(S(U) > 2) = 0. On peut donc affirmer que
S([0;1]) € [1;2].

De plus, pour tout v € [1;2], P(S(U) < v) > 0, donc [S(U) < v] # 0 et donc il existe o € [1;] tel que
a € S([0;1]). S(]0;1]) contient des nombre aussi proches de 1 que I'on veut.
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De maniere symétrique S([0;1]) contient des nombres aussi proches de 2 que 'on souhaite.

Donc |1;2[C S([0;1]). Et comme S([0;1]) est un intervalle fermé et borné car S est continue, on a bien
montré que J = S([0;1]) = [1;2].
Soit maintenant z € [1;2]. Comme S(U) a pour densité f, on sait que

P(S(U) < z) = Fy(x).
De plus, comme S est bijective sur [0;1], on a aussi
P(S(U) <x) = P(U < S Yz)) = S Ha).

Don, sur [1;2], Fy = S~1 c’est-a-dire S = Fy,;* sur [0;1].
Fy, U est Punique fonction de . qui soit strictement croissante sur [0; 1].

2.3. Dans cette question s( / S(x

2.3.1. On pose, pour tout u € |
a(u) = s(u) o (u) =—=S(u)
Bu)=1  Bu)=u

Les fonction a et 3 sont de classe €' sur [0; 1], donc par intégration par parties :

1 1 1
— 1 —
/0 s(u) du = [us(u)]y —i—/o uS(u)du = /0 wS(u) du,
car s(1) = 0.

2.3.2. Soit u € [0;1] fixé. Supposons que z > u. Alors on a

2 S(x)
/1A(ﬂc,y)dy=/ ldy = S(x).
0 0

Siz < u alors

2
/ La(z,y)dy = 0.
0

/01 [/OzlA(x,y)dy] dm:/ou [/OzlA(x,y)dy] dx+/ul [/021A(x,y)dy} dz
:/Ou()dx—i—/ulS(x)dx:s(u)

1 g2
On a donc montré que s(u) = / [/ 1a(z,y) dy} dz.
0 0

On utilise alors le théoreme de Fubini admis avec g(z,y) = z — u et h(x,y) = S(z) — y qui sont bien
des fonctions continues.

On a donc s(u) = /02 [/OllA(x,y) dx} dy.

2.3.3. Si y € [0;1] alors les événements [S(U) > y| et [Fy,*(U) > y] sont certains donc les deux probabilités
données sont égales & P(U > u) et donc 'inégalité demandée est en fait une égalité.

Donc

Siy € [1;2], comme la fonction Fy est bijective et strictement croissante sur [1;2], on a

1—u siu> Fy(y)

P[U .
1—Fy(y) siu<Fy(y)

WV

w By U) 2] = PIU > wU > Fy(y)] = {

Or on peut remarquer que
UzuSU)zycU2u e [U>uSU) >y CSO) >y

Donc
PlU > u,S(U)

>
Ainsi, dans tous les cas, P [U >
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2.4. Afin d’exploiter la question précédente il faudrait utiliser une formule hors-programme qui indique comment
calculer la probabilité d’une intersection d’événements faisant intervenir des variables & densités a ['aide
d’intégrales doubles. Nous allons contourner ce probleme.

Pour tout S € .7 :

E[(S(U) - U)*] = E[S(U)*] - 2E[US(U)] + E[U?].
Comme S(U) et Fy,'(U) ont la méme densité £, elle suivent la méme loi et donc E[S(U)?] = E[F;,'(U)?].
Montrons maintenant que E[US(U)] < E[UF, ! (U)].

Par théoréeme de transfert on a

“+00

1 1
E[US(U)] = / xS (z)h(z) dz = /0 zS(x)de et  E[UF,'(U) = /0 aFy 7 (z) dz.

—00

1 1
On rappelle que s(u) = / S(z)dz et on pose so(u) = / Fyl(z) da.

1 1
D’apres la question 2.3.1 on a donc E[US(U)] = / s(u)du et B[UF, 1 (U)] = / so(u) du.
0 0

Montrons donc que pour tout u € [0; 1], s(u) < so(u).

Pour cela on utilise la question 2.3.2 :

avec A= {(z,y) € [0;1] x [0;2];z > u et S(z) >y} et B = {(z,y) € [0;1] x [0;2];z > u et F;'(z) > y}.
On remarque que B = {(z,y) € [0;1] x [0;2];z > u et z > Fy(y)}.

Donc :

1
S Fv(y) >, / 1p(e,y)de =1 - Fy(y);
0

1
— si Fv(y)<u,/13(az,y)dx:1—u.
0

On peut alors remarquer que A C {(z,y) € [0;1] x [0;2];2 > u} donc

1 1
A 1A(x7y) dz < A 1{(x,y)6[0;1]><[0;2};x2u} do = P(U Z u) =1-u,

et de méme A C {(z,y) € [0;1] x [0;2]; S(x) > y} donc

1 1
/0 La(z,y)de < /0 L (@y)elos1]x[0:2:S )2y} AT = P(S(U) 2 y) = 1 = Fy (y).

1 1
Donc dans tous les cas / la(z,y)de < / 1p(x,y)dz. (on a ici redémontrer la question 2.3.3, ce qu’on
0 0

aurait pu éviter avec le fameuz résultat hors-programme dont je parlais avant...)

En intégrant pour y € [0;2], on obtient s(u) < so(u).

Et ainsi, E[US(U)] < E[UF;,;*(U)] et donc, pour finir E[(S(U) —U)?| > E[(F,,"(U) — U)?], c’est-a-dire F;*
rend minimale la quantité E[(S(U) — U)?].

On retrouve bien le résultat que la question 2.1 car si f est constante égale a 1 alors Fy (x) = z — 1 sur [1;2]
et donc F;l(ac) =z 4+ 1= Sy(x).
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