CORRECTION DU DEVOIR MAISON N© 12

EXERCICE 1 :
1. a) Soit = €]0; +oo[. Pour tout ¢t € [0;z], on a :

0
<1 exp strict. croiss. sur R
2

1 1
< 3 2 — — strict. décroiss. sur RT*
x

1o_ 1 1
e?+1 Tet+1 2

On a bien

b) Repartons de la question précédente. Pour tout = > 0 :

vt € [0; 2], e
t

t>0

=Vt € [0;2], <7 1<

= — dt < — dt
0o e +1 \/0 et +1

= ! z2< Tt dt <
es+12 h

VAN SIS R

x
t
/ 3 dt croissance de 'intégrales, les fonctions sont €
0

| 8,

< flr) < 5 = >0.

Yz > 0,
et +1

1 1 1
¢) On a lim = — = lim — donc d’aprés le théoréme des gendarmes lim f(z) = .
z—0+ e? + 1 2 z—0+ 2 rx—0t 2

1
Or f(0) = 5 donc ‘ f est continue en 0.

t
2. a) e Comme ¢~ e’ + 1 ne s’annule pas sur R, la fonction # ) est continue sur R comme quotient de fonctions
e

x

continue.

t t
| 1 dt est la primitive de t — pray qui

s’annule en 0 et cette fonction est de classe ' sur R (donc aussi sur R™).

D’aprés le théoréme fondamental de I'analyse, la fonction = +—

2
De plus o — —; est une fonction de classe %' sur R* donc en particulier sur ]0; +o0].
x

Ainsi par produit, | f est de classe €' sur ]0; +-00].

e De plus, pour tout z > 0,

4 [Tt 2 =z 4 Tt x?
@)= —— [ a4+ = S at— 2
) ac?’/o et +1 +x2e$+1 a3 (/0 et +1 2(e”«'—|—1))

2

t dar T
et +1 2(e* +1)°

4 x
Donc on a | pour tout = > 0, f'(z) = ——g(x) avec g(z) = /
x 0

b) e g est dérivable sur ]0; +oo[ et pour tout = > 0 :

() T 12z(e® +1) — z2%e® r2e”
x) = - = = .
g 1 2 (ev 1) 2(e* +1)2

Donc ¢'(z) > 0, et ainsi ‘ g est croissante sur ]0; +oo. ‘

e De plus 1imO g(z) =0 donc ‘ pour tout & > 0, g(z) > 0. ‘
z—

On pourra remarquer aussi qu’avec U'aide de la question 1.b), on a directement le signe de g(x).

e Comme f'(z) = ——g(x) et que g(z) > 0, on a f'(z) < 0 pour tout > 0. f est donc décroissante sur R**.
T

Or on a montré que f est continue en 0. ‘ f est donc décroissante sur RT.
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3. a) On pose h(t) = e’ + 1 —t. h est dérivable sur RT et h'(t) = e’ —1 > 0. Donc h est croissante sur R™ et comme
h(0) =2, on a pour tout ¢ > 0,

h(t)20ee+1-t>00e+1>te <lcare'+1>0

et +1
t
On a donc | pour tout ¢ > 0, —— < 1
el +1
t
b) D’aprés la question précédente, pour tout ¢ > 0, on a 0 < 1 < 1.
e

xr
t
En intégrant la relation précédente sur [0; z] avec z > 0, on obtient 0 < / e dt < x puis en multipliant par
o ©

2 2
— qui est un réel positif, on obtient 0 < flz) < =.
T T

Enfin comme lim —=0= lim 0, d’apres le théoréme des gendarmes, | lim f(z) =0.
r—+o0 X r——+00 r——+00

EXERCICE 2 :
1

1. Iy :/ In(14z)dz=[z+1)In(z+1) -z} =2In2 - 1.
0

2. a) Pour tout x € [0;1] et tout n € N, 2™ > 0 et comme 2 +1 > 1, In(z + 1) > 0 donc z" In(1 + z) > 0.
De plus,  — 2" In(1 + x) est continue sur [0; 1] done, par positivité de l'intégrale, I, > 0.
1 1
b) Pour tout n € N, I,,41 — I, = / ("t — ™) In(x + 1) do = / z"(z —1)In(x + 1) dz.
0 0
Or pour tout « € [0;1], 2™ >0, x — 1 < 0 et In(x + 1) > 0 donc, par positivité de l'intégrale, I, 11 — I, < 0, et
ainsi la suite (I,,) est décroissante.
¢) (Ip) est décroissante et minorée par 0 donc elle est convergente.
3. a) Pourtout z € [0;1], In(x+1) < In(2) < 1. Comme z™ > 0, on en déduit que, pour tout € [0;1], 2" In(z+1) < z".

b) Les fonctions x +— 2™ In(1 4+ z) et & — x™ sont continue sur [0; 1], donc par croissance de l'intégrale, on obtient
1

1
In</$"d$: .

1
¢) On a donc démontré que 0 < I,, < ——. De plus  lim =0.
n+1 n—+oon + 1
D’aprés le théoréme des gendarmes, 1ir_1£1 I, =0.
n—-+0oo
4. a) On pose :
1
=1 1 () = ——
u() =l +1) o(@) = ——
, " xn—i—l
v'(z) == U(ac)—nJrl.

Les fonctions u et v sont de classe ! sur [0; 1]. Par intégration par parties on a :

n+1 1 1 n+1 1
I, = z In(z+1) f/ :c X dx
n+1 0 o n+1 z+4+1
In2 1 /1 vl
= — dz.

n+1l n+1l/y 1+x

1 :CnJrl
b) Pour tout = € [0;1], 0 < = < 1donc 0 < g < 2", Par croissance de l'intégrale, on obtient

x x

1, . n+1
T 1
0< dz < .
\/0 1+z x\n+2

Gréace a la question précédente on obtient :

In2 1 In2

n+1l (+2)(n+1) n+1
¢) D’aprés la question précédente :
nln2 n nln2
- < nIn X
n+1l (n+2)(n+1) n+1
. nln?2 . n .
Or lim =In2et lim ————— =0. Donc, d’aprés le théoréme des gendarmes, lim nl, =In2.
n—toom + 1 n—+oo (n+2)(n+1) n——too
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