G2E 2016

CORRECTION

Probleme 1 :

On peut remarquer que dans ce sujet, on adopte I’abus de notation qui consiste a confondre K" et ., 1(K),
chose que je n’aime pas du tout faire normalement....

Partie A : Une matrice particuliére

1. (a) On remarque que :

1 o ... 0 Ly« L,

0o 1 . ... Ly < Iy
rg(Jn) = rg .

. 0 :

0 ... 0 1 Ly < Ln—

Donc |rg(J,) =n |

La matrice J, est donc inversible, on en déduit donc que |ker(J,) = {0}.

(b) On a, pour tout i € [2;n], J,e; = e;—1 et J,e1 = ey,

Donc la famille (Jye1, ..., JJye,) est en fait constitué des mémes vecteurs que la base canonique de R™.
Ainsi | (Jpe1, ..., Jpen) est une base orthonormale de R™.

(c) On peut remarquer que la matrice J,, est la matrice de passage entre la base orthonormale (eq,...,ey)
et la base orthonormale (Jpeq,. .., JJyey).

D’apreés notre cours, on peut donc affirmer, sans calculs, que | U, J,, = I, et J, 1 = J,.

1
2. On pose X = | : | un vecteur quelconque de .#, 1(R). On a alors :

In
T2 = X1
L3 = X2

X=X : ST =Ty =...=Tp_1= Tp.

Ipn = Tn-1
T1 — Tp

Donc il existe des vecteurs X non nuls tels que J,X = X, ce qui signifie que | 1 est valeur propre de J,, | et

1
de plus les sous-espace propre associé a la valeur propre 1 est | E; = Vect :
1
3. (a) ‘un =(1,1,...,1) ‘7& 0, donc ‘un est un vecteur propre de J, | associé a la valeur propre 1.
(b) On a
2ik
2ikm 2ikmx2 2ikm
e n e e n
2ikmx2 ik 2ikmx2
Jn e n = =e n e n
2ikm X (n—1)
: e :
2ikm X (n—1) 2ikm X (n—1)
e n 1 e n

. PN 2ikT
De plus, ux # 0, donc | uy est bien un vecteur propre de J,, associé a la valeur propre e » .

ik
On vient de montrer que tous les complexes de la forme e“n" sont des valeurs propres de J,

On a donc {e%,k € [[1;71]]} C sp(Jp).

Or J,, ne peut pas admettre plus de n valeurs propres. Donc sp(J,,) = {e2i:7r ke [1; n]]}

Jn admet n valeurs propres distinctes dans C donc | J,, est diagonalisable dans C. ‘
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Partie B: Casoun =4

1. (a) En utilisant les notations de la partie A, la famille (u1,us,us,uq) est une base de vecteurs propres de
Jy associée aux valeurs propres i, —1, —i et 1.

1 1 1 1 i 0 0 0
_ 1 i -1 -1 10 =1 0 O
On a donc Jy = PDP~" avec | P = 11 -1 1 et D = 0 0 —io0
—-i -1 i 1 0 0 0 1
1 —-i -1 i
On a alors | P = r-ri -l
1 i -1 —i
1 1 1 1
1
On remarque que Pp = 414, donc | P~ = 1 P.
0010 0 001
0 001 10 00
2 __ 3 4 _
OIE=11 g0 o= o1 00 izl
0100 0 010

2. (a) On peut tout de suite remarquer que & = Vect(I, Jy, JZ, J3).
Ainsi, & est un sous-espace engendré par une famille d’éléments de .#4(C) donc

‘ & est un sous-espace vectoriel de .#,(C). ‘

La famille (I,Jy, JZ, J3) est génératrice de &. De plus cette famille est libre car :

aly +bJy+cJ? +dJ3 =0<

ST 0 R
o QL9 o
QLS O
Q@ o0

Donc | (I, Jy, J?,J3) est une base de & et dim(&) = 4.
(b) On a vu que Jy = PDP~!. On en déduit que :

J} =PDP ' x PDP~'=pPD?P™! et J}=PDPL

Or, on a aussi /] = PIP~! donc si A = est une matrice quelconque de &, on a

S0 &R
o L e o
QUL T O
e v O Q

A=aPIP™' +bPDP™' + ¢cPD*P~' 4 dPD3*P~"' = P(al +bD + c¢D? + dD3)P~".

On a donc | A = PAP~! avec A = al + bD + ¢D? 4 dD? qui est bien une matrice diagonale.
On vient de montrer que A est semblable & la matrice diagonale A. Deux matrices semblables ont les
mémes valeurs propres et les valeurs propres d’'une matrice diagonale se lisent sur sa diagonale.

-1 0 0 O —-i 0 00
0 1 0 0 0 -1 0 0
2 _ 3 _
Comme D* = 0 0 -1 0 et D° = . olona
0 0 0 1 0 0 01

sp(A) ={a—c+i(b—d),a—b+c—d,a—c+i(d—0b),a+b+c+d}.
—_—

A1 A2 A3 A4
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3. (a) Montrons par récurrence que la propriété 2 (k) : « A¥ = PAFP~1 s est vraie pour tout entier k.
Pour k = 0 : d'une part A° = I et d’autre part PA°P~! = PIP~! = I. Donc £(0) est vraie.
Soit k € N fixé. Supposons Z(k) vraie.
On a alors
AR = AR x A = PAFPTI x PAPT! = PAMTI P
Donc Z(k + 1) est vérifié.
Gréace au principe de récurrence, on a montré que pour tout entier naturel k, A¥ = PAFP—1,
X000
0 X5 0 0
kE_ 2 -1
DoncA—POO)\goP.
0 0 0 A}
(b) Ona M\ =a+b+c+d=1. Donc \¥ =1 pour tout k et ainsi,| lim =1
k——o00
De plus, \y =a—c+ '(b —d), donc |[A\1]? = (a —¢)? + (b —d)?.
Or0<a<—— et < —c<0,d L <1t"( )2<1
r0<a< — et ——= ,donc ———= < a—c et ainsi (@ — ¢ =,
2v/2 2\f 2v/2 2v/2 8
1
De méme, (b—d)? < 3
On en déduit que [A| < 1 et donc| lim ¥ =0.
k—+o0
De méme, on montre que | lim M =0|(\3 =a —c+i(d —b)).
k—+o0
Pour finir, A b+ dOO<<1 1<b<00 <1t1<d<0
our finir, Ao = a — c—d.Or0<a< —, ——=<-b<0,0<ec< —et ———= < —d <
? 202 2.2 02 22
donc :
! < b+c—d< !
——<a- c— —.
V2 V2
Ainsi, |A\g| < 1 et donc| lim A5 =0.
k—+o00
X000 0000
0 X 0 0 0000
k _ 2 : k _ —
(c) Comme A* = 0 0 A 0 ’OnakETmA_ 000 0 = 0.
0 0 0 A 0001
1 1 1 1
4 1 1 17
1 1 1
On obtient alors |[P6P~'= |4 4 4 4
4 4 4 1
1 1 1
4 1 1 1%
On peut remarquer alors que PSP~! = lim PAFP~' = lim A*.
k—+o00 k—+o00
Cela peut s’interpréter en disant qu’au bout d’un tres grand nombre de semaines la localisation de la
contamination est équiprobable, et ce quel que soit I’échantillon initialement contaminé.
Partie C : Quand un laboratoire choisit les échantillons
1. (a) D’apres le cours de sup, |card(Z(FE)) = 2" ‘
Si on numérote les échantillons de 1 & n, on peut considérer que 'univers 2 de notre expérience (choisir
une partie des échantillons) est Z(E).
L’énoncé nous dit que les choix d’une partie des échantillons est équiprobable. On a donc P(X = k) =
card([X = k])
card(Z(&))
Or,ily a Z parties a k éléments de & et I’événement [X = k] correspond au fait de sélectionner k
échantillons parmi les n.
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On a donc bien | P(X = k) = Q

k n—k
(b) On peut remarquer que X (2) = [1;n] et, pour tout k € X(Q), P(X =k) = <n> <1> X <1 - l) .

1
Donc | X suit la loi binomiale de parameétres n et 3

1 n
(¢) D’apres notre cours E(X) = nx 3 Le nombre moyen d’échantillons analysés par le laboratoire est 5

2. On cherche ici n tel que P(X > 1) > 0,99.
1
Or P(X >1)=1-P(X =0)=1- .

1
On veut doncntelquel—Q—n >0,9<2">100&=n2>7.

Il faut au moins 7 échantillons dans I'usine pour pouvoir étre siur a plus de 99% qu’au moins un échantillon
est analysé.

Partie D : Quand deux laboratoires choisissent les échantillons

1. (a) Le choix des deux laboratoires sont indépendants et le choix de la partie des échantillons analysés est
toujours équiprobable.
On sait dans cette question que le premier laboratoire a choisi une partie &?; d’échantillons telle que
card(Z) = k.
On souhaite calculer alors la probabilité que Lo ait choisi une partie %5 contenant ;. Pour construire
une telle partie &, il faut prendre les éléments de 7, et les compléter avec une partie de Z2;. Or il y
a 2" parties de 27, lorsque 27, contient k éléments.
Ainsi, il existe 2" % parties &, contenant 2, sachant que X; = k.
vk
On a donc bien | Pix,—)(B) = o T ok
(b) La famille d’événements ([X; = 0],...,[X; = n]) est un systéme complet d’événements. D’apres la
formule des probabilités totales :

P(B) = ZP(Xl = k)Pix,—x(B)
k=0

“/n 1 1
()57
<k> on "~ ok

On a obtenu | P(B) = <Z> .

2. (a) On a par exemple P([X; = 0] N [Y = n]) = 0 car 'événement [X; = 0] implique que & est vide et
donc &2 N P, est aussi vide et donc I’événement [X; = 0] N [Y = n] est impossible.

Or P(X; =0) = 2% et P(Y =n) # 0 car I’événement [Y = n] est I'événement [F? = E| N [P, = EJ.
Donc P([X; =0]N[Y =n]) # P(X; =0) x P(Y =n).

‘X 1 et Y ne sont pas indépendantes. ‘

(b) Sii>k,ona Py, _g(Y =1i) =0 car la partie 1 N &, est de cardinal inférieur ou égal a celui de ;.
Si0 < i < k < n, pour calculer la probabilité que I'événement [Y = i] soit réalisé sachant que
1 = k] est réalisé, il faut compter le nombre de parties & telles que car 1 5) = i sachant que

X1 = k] est réalisé, il faut ter 1 bre d ties Yo tell d(ZA 1N ; sachant
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card(Z?; = k). Une telle partie &, est constitué de i éléments choisis dans &; et d’une partie de ;.
k _

Ilya () facon de choisir les i éléments de Z2; et 2" * parties dans &;. Par principe multiplicatif,
7

on a (k) i
_ 1)2nT E\ 1
Py =1) = 25— = <z>2_k
(c) La famille d’événements ([X1 = 0],...,[X; = n]) est un systeme complet d’événements. D’apres la

formule des probabilités totales :

P(Y =i) =Y P(Xy =k)Px,_y(Y =1)
k=0

S0 (03

n

1 n! 1
- z_nk;(n TRk — ) ok

n!l .— 1 1 _
:2'2"]20]'(71—1—3)' X 2n—j aveC]:n—k:

n! n—i 1
= —‘ ‘7
i!(n _i)!2n+iz< i > X on—i—j x 1

j=0

()
)

1
Y suit la loi binomiale de parametres n et T

3 () k<k> T = G DR " D=1 - (k= 1) _n<k—1>'

(b) On peut commencer par remarquer que :

Z card(P1 N Py) = chard k)).
(P1,P2)eP(E)?

De plus, dans notre expérience les deux laboratoires choisissent de facon indépendante et équiprobable

card([Y = k]) _ card([Y = k])
card(Z(E)?) 4n '

leurs échantillons donc P(Y = k) =
Ainsi,

- 1
Y card(ANPy) =4") kP(Y =k) =4"E(Y) =4" x n x 1= n4a" 1.
(P1,P2)e P (E)? k=0

Remarque : nous ne nous sommes pas servi de la question précédente car nous avons reconnu une [0t
usuelle dans la loi de' Y mais si on ne reconnait pas la loi de Y, il faut utiliser la question 3.(a) pour
calculer E(Y').
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Probléeme 2 :

Partie A : Ensemble de définition d’une fonction définie par une intégrale

1. (a) On sait que t* = o(e?) quel que soit le réel «, donc pour tout réel z, . h+m ettt = 0.
—+00
Par définition d’une limite, on sait qu’il existe T' > 1 tel que :
— o 1
Vte [Li+oof, t>T=e" " <1:ettx1<t_2.

=t2xte—1

—ttl‘—l

(b) Quel que soit le réel z, la fonction ¢ — e est continue sur [1; 4o00].

1 +oo
De plus, pour tout t > T, 0 < e 1*~1 < o) et on sait que / 7 dt est convergente.
T

+00
Par critere de majoration sur les intégrales de fonctions positives, on peut en déduire que / el de

T
est convergente.

+oo
Et enfin, comme t + e~ %%~ est continue sur [1; 7], on peut affirmer que | pour tout réel x, / e T dt.
1

1
2. (a) Siz > 1, la fonction t — t*~! est continue sur [0;1] donc / 71 dt est convergente.
0

Si z < 1, la fonction t + t*~1 est continue sur ]0; 1]. Le probléme de convergence se pose donc en 0.
1 1
1 1 1
Soit A €]0;1]. Si z # 0, / o ldt = [—tx] = - — —A".
A r |, T
Or,siz >0, lim A*=0etsiz <0, lim A* = +co.
A=0 A0+

1 1
1
Donc si z > 0, / t*~1 dt est convergente et vaut —, et si z < 0, / t*~1 dt est divergente.
0 €z 0

1

1 1
Pour le cas x =0, on a / —=—In(4) et lim —In(A) = +o0, donc / t~1dt est divergente.
At A—0+ 0

1 1
1
En conclusion, / t*~1 dt est convergente si, et seulement si, z > 0 et pour z > 0, / "t = —.
0 0 €

(b) Pour tout t €]0;1], e~! < e™? < 1, donc :
vt €]0;1)0 e 't ettt <l
1
Sixz >0, / t*~1dt est convergente donc par critére de majoration pour les intégrales de fonctions
8|
positives, / e 11 dt est convergente.
0
1 1
Siz <0, / t*~1 dt est divergente donc / e 1t®71 dt est divergente et donc, par critére de minoration
0 0

1
pour les intégrales de fonctions positives, / A divergente.
0

1
En conclusion, / e %1 dt est convergente si, et seulement si, 2 > 0.
0

“+o0o
3. D’apres les questions 1. et 2. / e % 1 dt est convergente si, et seulement si, z > 0.
0

Donc |le domaine de définition de T est RT*.
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Partie B : Quelques propriétés de cette fonction

1. (a) Pour tout t € [0;+oo[, e **~1 > 0, donc par positivité de I'intégrale I'(z) > 0.
+oo
De plus, I'(x) # 0 car si on avait I'(z) = 0, on aurait / e 't*71dt = 0 avec t — e t*~! fonction

0
continue et positive donc, d’apres un résultat de cours, e t¢*~!

absurde.
Ainsi, |[I'(z) > 0.

= 0 pour tout t € [0;+o0[ ce qui est

+o0
(b) Soit z > 0.T'(z+1) = / t*e~"dt. On pose, pour ¢ > 0 :
0

Les fonctions u et v sont de classe €1 sur RT et th+m u(t)v(t) = 0. Par théoreme d’intégration par
— 100

+o0
parties généralisé, comme I'(x 4 1) est convergente, on a / u'(t)v(t) dt qui est convergente et
0

A—+o0

+o00
D(z+1)= lim — A% 440% 0+ / ot et dt = 2T (z).
0

On a bien, |Vz € R™, I'(z + 1) = 2I'(z).

+oo
(c) P(1):/0 e tdt=1.

Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : < I'(n) = (n— 1)! > est vraie pour tout entier n € N*.
Pour n =1, (n —1)! = 0! =1 donc &(1) est vraie.
Soit maintenant n € N* fixé. Supposons Z(n) vraie.

D’apres la question précédente, I'(n + 1) = nI'(n) = n(n — 1)! = n!. Donc Z(n + 1) est vérifiée.

Grace au principe de récurrence on a montré que ‘Vn eN*, T'(n)=(n—-1)L ‘

2. (a) La fonction I' étant définie en 1, le fait de savoir qu’elle admet une limite en 1 impose que cette limite

soit égale a son image en 1. On a donc lim1 Iz)=T(1)=1.
r—r

Par caractérisation séquentielle de la limite, on sait que lim I'(z) = lim T'(n).
r—+00 n—+oo,neN

OrI'(n) = (n — 1)I. Donc | lim I'(x)= 4oc.

T—r+400

F(z+1)

Pour finir, on a montré que I'(z) = et on sait que lir% MNz+1)=T1)=1.
T—

Donc par produit de limites, | lim T'(z) = +oo|.

x—0*t

r r
(b) Par caractérisation séquentielle, lim ﬂ = lim ﬂ
r— 400 X n—-+4oo n
r —1)! ! r
Or (n) = (n—1) = n_2 et on sait que n? = o(n!). Donc| lim I(z) = +00.
n n n r—+o0o0 X
oo 2
3. (a) / e 2 dz = V2m.
—00

T

Comme la fonction x — e~ 2 est paire, on peut en déduire que

(b) Par défi r<1> /+Ooetd
ar définition, — | = — dt.
2 0o Vit

o\
_l’_
3
o)
I
“ff
3
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On pose alors u = v/2t. La fonction ¢ — /2t est de classe ¢! et strictement croissante sur ]0; +oo[. On

2
a de plus du = —=dt et u varie de 0 a +oo.

2Vt

+oo ,—t
Grace au théoreme de changement de variable généralisé, comme on sait que / eﬁ dt est conver-
0
gente, on a
1 too 2 V2
F<—>:/ e_Tﬂdu:ﬂx—W:\/E.
2 0 2
1
On a donc |T <§> = /7.
On remarque que :
1 1 1
r - | = —— ) I'(n-=
(re2) = (2)r ()
1 3 3
p— _— _— = F _——
GHICHUGS)
B 1 3 " " 3 " 1F 1
={n—5)({r—3 X g x5l g
2n—1 2n -3 3 1 1
= X X...x=—x=I'{=
2 2 2 2 \2
1 " 2n(2n —1)(2n —2)(2n — 3) ... x 3 x 2 X 1F 1
oo 2n(2n —2)... x4 x 2 2

SZZ!! : ( %)
1 2n)!

Montrons par récurrence que la propriété & (n) : <T' <n + - = 5]
n!

2 \/7 > est vraie pour tout entier

n € N.

o!
Pour n =0, 20—0'\/7_7 = /7 donc Z(0) est vraie.
Soit maintenant n € N fixé. Supposons (n) vraie.

D’apres la question B. 1. (b),

1 1 1
r 14+-)= “\r -
<n+ +2> <n+2> <n+2>
~2n+4+1 _ (2n)!
T3 XV
(2n+1)!
= 92ntly) v
_ (2n+2)!
©2(n 4 1)220+1p)

(2(n +1))!
V= 22(0+1) (1 4 1)

VT

Donc Z(n + 1) est vérifiée.

(2n)!
= 220y VT

Pour étre rigoureuse j’ai fait la récurrence, mais vu la longueur de l’épreuve il est possible qu’aux
concours le premiers calcul ai suffit.

Grace au principe de récurrence on a montré que |Vn € N, I'(n)

Partie C : Une densité de probabilité
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AT qussi.

1. (a) La fonction z + 271 est continue sur R et la fonction x — e~
Par produit, f, ) est continue sur RT*.

De plus, f, est nulle sur R™* donc continue sur cet intervalle.

Ainsi, | fo x est continue sur R*.

De plus lim+ Jax(x) est finie si, et seulement si a —1 > 0.
z—0
Sia>1, on a alors lim+ fax(x) = 0= f,A(0) donc f, x est continue en O.
z—0

A
Sia=1,onaalors im f,\(x) = =—= = X% f,;(0) donc f, » n’est pas continue en 0.
z—0t+ " F(l) ’ ’

fax est continue sur R si, et seulement si a > 1. ‘

Ainsi,

a

I(a)

Sia <1 alors f, ) est décroissante sur R1*.

(b) Pour tout z >0, f, \(z) = (=Az + (a — 1)) e Axa-2,

a—1 a
Sia>1, fg\ est croissante sur }O; T] et décroissante sur {—

;—l—oo[.

e ™™ giz >0

0 sinon

2. (a) Ona fia(z) = {

‘ On reconnait la densité d’une variable aléatoire suivant une loi exponentielle de parametre A.

(b) La fonction f, y est continue sur R* et est positive sur R car A et a sont strictement positifs.
0
De plus, / fax(x)dz est convergente et nulle.
—00

Enfin, on a, grace au changement de variable €' et strictement croissant ¢t = Az, on a :

/+00f (x)dx ! /Jrooe)‘x()\x)“l)\ dz ! /Jrooett“1 dt =1
aA = =7~ = =L
0 I'(a) Jo I'(a) Jo

(a

‘ fax est bien une densité de probabilité. ‘

(c) Notons G la fonction de répartition de Y et F' celle de X.
X et Y sont a valeurs positives donc pour tout x < 0, G(z) = F(z) = 0.
A/ )\/
Pour z >0,G(z) =P(Y <z)=P (X < XCE) =F (XCU)
Comme f, ) est continue sur R*, I’ est de classe € sur R* et est continue sur R.
Donc par composée, G est €1 sur R* et est continue sur R.

Ainsi, Y est une variable a densité et une densité de Y s’obtient en dérivant la fonction de répartition
la ou c’est possible et en complétant les points manquants.

N N
On remarque alors que, pour tout x € R*, G'(z) = Xfa’A <Xx> = fax ().

Une densité de Y est donc f, x-

3. Sous réserve de convergence absolue

E(X) :/Jroomf (x)dx:/Jroo A e Mt dx
a,\ 0

—o0 I'(a)
1 [fe dt
= F(a)/o e*tt“T on a posé t = \x
1 a
= P 1 - —.
Moyt =3

Ainsi, | X admet une espérance et E(X) =

> e
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4. (a) Pour z <0, on a bien F, ,(z) = fax(2).

Pour x > 0 :
a— 1
7 (@) Zk, (=Az + k)A(z)F e
k=0
a—1
= X —Zi()\x)k Az )kl
k:!
o

x 1 k a:2 1 k
(Zm gt )
(Az)*™
(

— e —)\x )\.YJ
a—1)!
AT T a—
= € A ! fa)\( )

I(a)

‘Fa,A est bien une primitive de f,  sur R*.

(b) Grace a la question précédente, comme ¢ > 0 :

+o0
P(X >t) = Jor(x)de = lm Fy(z) — F, A(t)
t T—400
=0— Fy (1)
azi (At) k=Xt
k=0
a—1
)\t kef)\t
P(X > 1) = Z%
k=0 ’

(c) Notons pour l'instant 3 le paramétre de la loi de Poisson suivie par Z.

a— e_ﬁﬁk
On a alors P(Z < a) = ZP ):ZT
k=0 ’

‘ Donc on a P(X >t) = P(Z < a) avec Z qui suit une loi de Poisson de parametre At.
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