CORRECTION DU DEVOIR SURVEILLE N°4

Exercice : Agro-véto

0 0 O 0 0 O
1.|A2=[0 0 0)etA®=(0 0 0
1 0 0 0 0 O
2. a) Onaici:
0 0 O c 0 b=c=f=0
AM=MA<S |a b c]l=]le f 0] &< a=e=1
d e f h i 0 d=h
On a donc
a 0 0
S =S |d a 0|, (a,dg)eR?
g d a

= {al3 +dA + gA% | (a,d,g) € R3}
= |vect(I3, A, A?).

b) D’aprés la question précédente, . est un sous-espace engendré par une famille d’éléments de .#3(R), c’est donc,

d’aprés notre cours,

un sous-espace vectoriel de .Z3(R). ‘

La famille (I3, A, A?) est génératrice de .. Montrons que cette famille est libre.
Soit (a, 3,7) € R®. On a

a 0 0 000
als +BA+vA2=0< | a 0]l =[0 0 0
v B « 0 0 O

Sa=p=v=0.
La famille (I3, A, A?) est bien libre.

En conclusion, | (I3, A, A%) est une base de . et dim(.%) = 3.

3. a) Ona M?=PAP™ ' x PAP™' = PA?P~! # 0 car P et P! sont inversibles et A? # 0.
De plus M? = PA2P~1 x PAP™! = PA*P~! = POP~! =0.

2 2 -2
b) (i) M*=[0 0 0 | #0et M>=0.
2 2 -2

Done

(ii) M? étant la matrice de f? dans la base canonique de R?, on a par exemple f2(1,0,0) = (2,0,2) # 0.
Le vecteur 7 = (1,0,0) vérifie bien que f2() # 0.

(iii) Avec le choix fait dans la question précédente on a : # = ((1,0,0), (—1,1,0),(2,0,2)).
Soit (a,b,c) € R®. On a :

a—b+2c=0
a(1,0,0) + b(—1,1,0) + ¢(2,0,2) = (0,0,0) & b=0 Sa=b=c=0
2c=0

Donc la famille % est libre et card(%) = dim(R?*) donc ‘ % est une base de R?. ‘

(iv) Comme

F(Z) =07 +1£(Z) +0f%(7)
F(F(@) =07 +0f () + 1f4(T)
F(FA(T)) =07 +0f(T) + 0f%()

SpéBio 2025-2026 Page 1 Correction DS4



0 00
la matrice de f dans la base Best| |1 0 0| = A.
010

(v) A et M sont deux matrices associées au méme endomorphisme f mais dans deux bases différentes donc,

il existe P matrice inversible telle que M = PAP™ .

d’aprés la formule de changement de base,

¢) (i) M? étant la matrice de f? dans la base canonique de R® et M? étant non nulle, f2 n’est pas Iapplication
nulle.

Donc il existe nécessairement 7 tel que f2(7') # 0.

(ii) On cherche tous les réels a, b et ¢ tels que :
0T +bf(T) +efA(T)=0 (%)
En appliquant la fonction f aux deux membres de I’égalité () on obtient :
af(Z)+bf2(T) +cf*(2) = T car f est linéaire
= af(Z) +bf2(T) = 0 car M3 =0 donc f* =0

On applique a nouveau la fonction f et on obtient alors a f2(7) = 0 pour les mémes raisons.

On a donc

0T +0f(T) +cfA (@) = 0 =< of(T) +bf2(T) =
0

af(T) =
c=0 N
< b=0 car f2(Z)# 0.

Donc la famille 4 est libre et card(#) = dim(R?) donc ‘ A est une base de R?. ‘

(iii) Comme

F(@) =07 +1£(7) +0f*(7)
F(F(@)) =0T +0f(F) + Lf*(T)
FUPA() = 07 +0f(T) +0*(F)
0 0O
1 00
0 1 0

A et M sont deux matrices associées au méme endomorphisme f mais dans deux bases différentes donc,

la matrice de f dans la base Z est = A.

d’apres la formule de changement de base, | il existe P matrice inversible telle que M = PAP™!.

d) D’aprés les questions 3.a) et 3.c), ‘ M € . si, et seulement si, M est semblable & A.
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Probléme 1 : Agro-véto

Partie A : Préliminaires

1
1. | B(X) = "; .

1)(2 1
nn+1)@2n+1) est vraie pour tout n € N*.

n
2. Montrons par récurrence que la propriété & (n) : Z k? =
k=1

1x2x3

— Comme e = 1, Z(1) est bien vérifice.
— Soit n € N* fixé. Supposons que &(n) est vraie.
On a alors :
n+1 n
ZkQ _ Zk2 b (n41)? = m+1)(n(2n+1)+6(n+1) _ (n+ 1)(n+2)(2n+3)'
6 6
k=1 k=1
Donc & (n + 1) est vérifiée.
= D(2n+1
Grace au principe de récurrence on a montré que | pour tout n € N*, Z k= nin + )6( nt )
k=1

3. Comme X est une variable aléatoire réelle finie, elle admet un moment d’ordre 2 et une variance. De plus :

n

E(X?) =) KP(X =k)= znjif X
k=1

k=1

1 " nn+1)2n+1) (n+1)2n+1)
n 6 6

S|

Donc, d’aprés la formule de Keenig-Huygens :

V(X) = B(X?) - (B(X))? = (n+1)22n+1)7 (nzl) _ n1;1 |

Partie B : Etude d’un cas particulier

4. Deux possibilités s’offrent & nous aprés une expérience : soit on a tiré une boule blanche et on a donc ajouté une boule
blanche supplémentaire dans I'urne, et dans ce cas X; = 2, soit on a tiré une boule noire et on a donc ajouté une boule
noire supplémentaire dans I'urne et dans ce cas X; = 1.

1
Donc | X1(Q2) ={1,2} et P(X; =1) = P(X, =2) = 3 (X1 suit la loi uniforme sur [1;2].)
5. On a X5(Q) = [1;3]. De plus :
P(Xy=1)=P(B;NBy) = P(Bl)PE(E) proba composées
1 2 1
=3 X 3= description de I'expérience
P(Xy=2)=P((B1NBy)U(B1NBy))
= P(B1 N _2) + P(E N Bs) union disjointe
111 . ,
=5X3+35%3 proba composées
1
BE
1 2 1
P(Xo=3)=P(Bi1NBy)==x=-==
(X2=3)=P(BiNBy)=5x5=3

Donc | X5 suit une loi uniforme sur [1; 3]. ‘

6. Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : « X,, suit la loi uniforme sur [1;n 4 1] », est vraie pour tout n € N*.

— D’aprés les questions précédentes, &2(1) est vérifiée.

— Soit n € N* fixé. Supposons Z(n) vraie.
Avant la n + 1°me expérience, 'urne contient au plus n + 1 boules blanches et au moins une boule blanche.
Donc apreés la n + 1°m¢ expérience il y a entre 1 et n + 2 boules blanches. X,,11(2) = [1;n + 2].
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Pour tout k£ € X,,+1(£2), d’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements
([Xn = i])ieﬂl;n-l-l]] on a:

n+1
P(Xpp1=k) =Y P(Xy =i)Px,—y(Xns1 = k)
i=1
=0+P(X, =k —1)Px,—p—1)(Xny1 = k) + P(Xp, = k) Pix, =i} (X1 = k) +0
écriture qui n’a du sens que pour k # 1l et k #n+2
1 k—1 1 n+2—k

X X
n+l n+2 n+1 n+2
1

n+2

1 11
Pour k=1, 0n 8 P(Xyu1 = 1) = P(Xy = 1)Ply, c)(Xus1 = 1) = —— 212 -—

Pour k=n+2,0na

1 n+1 1
P( X111 = 2)=P(X, = VPx —, Xp41 = 2) = = .
(Xny1=n+2) ( n+1)Px,=n1)(Xn+1 =n+2) i nT2 - nto

Donc X, 41 suit bien une loi uniforme sur [1;n + 2].

Gréace au principe de récurrence on a montré que ‘ pour tout n € N*, X, suit une loi uniforme sur [1;n + 1]. ‘

7. D’apreés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements ([X,, = i])ie[[lmﬂ]] on a :
n+1
P(Bpt1) = Z P(Xy = i)P[Xn:i] (Bn+1)
i=1

1 n+1

] ; nL—f—Q 7 boules blanches et n + 2 au total
1 (n+1)(n+2)
(n+1)(n+2) 2
_ 1
12

Partie C : Retour au cas général

N —
8. |P(By) = Wl et d’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements (Bi, By) :

P(B3) = P(B1)Pg, (B2) + P(B1)P5-(B2)
Ni Ni+1 N, Ny
=_—x + = x
N N +1 N N+1
Ni(Ni+1+No) |y
NN +1) N

a) D’aprés la description des expériences successives, on a X,,_1(2) = [N1; N1 +n — 1].

Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X,—1 = k])pe[n, ;N 4n—1]

Ni+n—1

Z P(Xn—l = k)P[Xn,lzk] (Bn)
k=N1

P(Bn)

I
3

»
i

I
=

On obtient donc bien | Y kP(X,_ 1 =k) = (N +n —1)P(B,).
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b) Avant le (n + 1)éme tirage il y a N + n boules au total dans l'urne.
De plus, sachant que [X,_1 = k] N B,, est réalisé, avant le (n 4+ 1)éme tirage il y a k + 1 boules blanches (il y en
avait k a l'issue du (n — 1)éme tirage et le néme tirage nous en a rajouté une).
k+1
N+n

Donc | Pix, _,=knB, (Bnt1) =

k
N+n’

De méme, P[Xn,1:k]ﬁ37n(Bn+1) =

¢) La famille d’événements ([X,,—1 = k]N By, [Xn—1 = k]NBy)ke[Ny ;N +n—1] forme un systéme complet d’événements.
D’aprés la formule des probabilités totales on a donc :
Ni+n—1

P(Bupi)= > (P(Xu-1r = KN Ba)Pix, —iom, (Bus1) + P(Xuo1 = K 0 Ba) P, ez (But1) )
k=N,

Ni+n—1
= Z (P([Xn—l = k] N Bn)% + P([Xn—l = k] mB—n) b )

Ni+n—1
1 -
= P(|X,_1=k|NB, k(P(|[Xn_1=k|NB, P(X,_1=k|NB,
N+n(kZN ([Xn—1 =K N By) +k(P([Xn-1 = k] N By) + P([Xn-1 = k] N By))
- P(Xp_1=k)
1 Ni+n—1
= P([X,.1=k|NB, kP(X,_1=k
N+n< (P([Xs1 = HIN By) 4 kP(X s )0
k=N,
1 Ni+n—1 Ni+n—1
= N +n Z P([anl = k] ﬂBn) + Z kP(anl = k)
k:Nl k:Nl
formule des probas totales question 2.a)
1
= P(B, N —1)P(B,
o (P(BL) + (N +n~ )P(BY)
— P(By).
. . y N . :
10. D’aprés les questions 8. et 9.c), | pour tout n € N*, P(B,,) = ~ et d’apres la question 9.a),
Ni(N +n
E(X,) = (N +n)P(Byy1) = %

Probléme 2 : G2E

Partie A : Ensemble de définition d’une fonction définie par une intégrale

1. a) Pour tout réel z, . lim e “%*T! = 0| d’aprés la régle des croissances comparées.
—+00

Par définition d’une limite, on a :
Ve>0, JA>0, telque t>A=— e " —0|<e.

On choisit d’appliquer cette définition pour € = 1, ce qui nous donne existence d’un réel T' > 1 (dans la définition
on a > 0 mais on peut faire le choix d’imposer de prendre un réel > 1) tel que :

_ L 1
vt € [1; +o0], t>T = et toH! <1:>ett”“1<t—2 car t2 > 0.
=t2xtr—1

“+oo
b) Quel que soit le réel x, la fonction ¢t +— e #*~! est continue sur [1;+oo[. Donc / e 't*~1 dt est impropre
1
uniquement en +oo.
On a vu que, pour tout t > 7T, 0 < e "1 < 2

+oo
Montrons que / 15 dt est convergente :
1

*1 1
1t o
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1 tooq
Or, lim 1——=1€R, donc / 7] dt est convergente.
«@ 1

a—+0o0

Par critére de majoration pour les intégrales de fonctions positives, on peut en déduire que

+oo
pour tout réel z, / e 't ! dt est convergente.
1

1
Si 2 > 1, la fonction ¢ +— t*~1 est continue sur [0; 1] donc / t*=1 dt est convergente.
0

Si z < 1, la fonction t — t*~! est continue sur ]0; 1]. Le probléme de convergence se pose donc en 0.
. : ! x—1 1 x ! 1 1 T
Soit A €]0;1]. Si z # 0, T dt = |t =— — —A".
A r |, T x
Or,siz>0, lim A*=0etsiz <0, lim A® = +oc0.
A—0 A—0t

1 1
1
Donc si z > 0, / t*~1 dt est convergente et vaut —, et si z < 0, / t*~1 dt est divergente.
0 T 0

1

1 1
Pour le cas z =0, on a / —=—In(A) et lim —In(A) = 400, donc / t~1 dt est divergente.
A t A—0t 0

1 1

. . . _ 1

En conclusion, / t*~1 dt est convergente si, et seulement si, z > 0 et pour z > 0, / t*~hdt = —.
0 0 z

Meéthode 1 : par équivalence

On sait que e=* ~ 1donc t* le™® ~ =71
t—0 t—0

1 1
Par critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives, on sait donc que / t*=1 dt et / ettt dt
0 0
sont de méme nature.

1
Or on vient de montrer que / t*~1 dt est convergente si, et seulement si, z > 0.
0

1
Donc / e 't ! dt est convergente si, et seulement si, z > 0.
0

Méthode 2 : par inégalités
Pour tout t €]0;1], e™! < e < 1, donc :

vt €]0;1], 0<e ot et <L,
1
Siz >0, / t*~1 dt est convergente donc par critére de majoration pour les intégrales de fonctions positives,
. 0
/ e '*~1 dt est convergente.
0

1 1
Siz <0, / t*~1 dt est divergente donc / e 1t*~1 dt est divergente et donc, par critére de minoration pour les
0 0

1
intégrales de fonctions positives, / e 't 1 dt est divergente.
0

1
En conclusion, / e~ 't®~1 dt est convergente si, et seulement si, z > 0.
0

—+oo
3. D’aprés les questions 1. et 2. / e~ 't*~1 dt est convergente si, et seulement si, z > 0.
0

Donc ‘ le domaine de définition de T est RT*.

Partie B : Quelques propriétés de cette fonction

4.

a)

Soit z > 0 fixé.
+oo
La fonction ¢ — e~ "1 est continue sur 0; +oof et / e """ dt est convergente.
0

De plus, pour tout ¢ €]0; +-00[, e "#*~! > 0 et la fonction ¢ — e~ #*~! n’est pas la fonction nulle sur ]0; +-ocol.

Donc, par propriété de stricte positivité de I'intégrale, ‘Vw e R™, I'(z) > 0. ‘
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+oo
b) Soit z > 0 fixé. T'(x + 1) = / t*e~" dt. On pose, pour t > 0 :
0

Les fonctions u et v sont de classe € sur R, %iné u(t)v(t) = 0 et , 1121 u(t)v(t) = 0 (croissances comparées).
— —+o0

—+oo
Par théoréme d’intégration par parties généralisé, comme I'(z 4 1) est convergente, on a / o' (t)v(t) dt qui est
0
convergente et

+oo
MNaz+1)=0-0+ / wt* et dt = 2T (z).
0

On a bien, ‘Vz ER™ T(z+1)=al(z). ‘

+oo
c) |T(1) = / e " dt = 1.| (Intégrale de référence)
0

Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : « I'(n) = (n — 1)! » est vraie pour tout entier n € N*.
Pour n = 1, d’une part (n — 1)! = 0! = 1 et d’autre part T'(1) = 1 donc Z(1) est vraie.

Soit maintenant n € N* fixé. Supposons & (n) vraie.

D’aprés la question précédente, I'(n + 1) = nI'(n) = n(n — 1)! = nl. Donc & (n + 1) est vérifiée.

Gréace au principe de récurrence on a montré que ‘ Vn e N*, I'(n) = (n— 1)L ‘

I'x+1
5. a) On a montré que, pour tout > 0, I'(x) = g et on sait que lin%) I(x+1)=T(1) =1 car T est continue en
x xr—
1.
Donc par produit de limites, | lim I'(z) = o0 |.
z—0t
Par caractérisation séquentielle de la limite, on sait que lim T'(z)= lim T'(n).
r—+00 n——+oco,neN
OrI'(n) = (n—1)!. Donc| lim TI'(z) = 4oc.
T—r+00
T I'(n
b) Par caractérisation séquentielle, lim (— = lim Q
r——+00 €T n—-+o0o n
I'(n n—1)! n! I'(x
Or (n) = (7) = —. Donc, d’apres la régles des croissances comparées, | lim L = 400.
n n n r—+00 T
o0 22
6. a) D’aprés notre cours, / e~z dr = V2.
—0o0
Comme la fonction = — e~ 2 est paire, on sait que / e 2 dx = 2/ e 2 dx.
—o0 0

On a donc

/+°° 22 V2w
e 2 de = ——.
0 2

1 o0 ot
b) Par définition, T’ (—) = — dt.
2 o Vi
On pose alors u = v/2t. La fonction ¢ — /2t est de classe € et strictement croissante sur ]0; +oc[. On a de plus

V2

du = ——= dt et u varie de 0 & +o0.
+oo —t

2Vt
e

Grace au théoréme de changement de variable généralisé, comme on sait que —— dt est convergente, on a

0 NG
F<l>/0+ooeu72\/§du 2x@:ﬁ.

2

On a donc | T’ (—) = /7.
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¢) On remarque que :

o) (=2)r )
~(v-3) (-3)r(n-3)
(-2) (et ()
om—1 2n—3 5 1. /1
= EE B g ()
- 2% , 2n(2n — 1)2(721?%2);?7.1”3)4. x; 3x2x1 (%)
st (3) ()

Cette démonstration avec les pointillés n’est pas trés rigoureuse mais vu la longueur de l'épreuve il est possible
qu’aux concours ce calcul soit suffisant. Voici la démonstration rigoureuse par récurrence :

1 2n)!
Montrons par récurrence que la propriété &Z(n) : « T (n + —> = ;2:;)'
n!

5 /7 » est vraie pour tout entier n € N.

0!
, 20—0'\/_ = /7 donc £(0) est vraie.
Soit maintenant n € N fixé. Supposons #(n) vraie.

1 1 1
T 1+ = —|T —
(n—|— +2) (n+2) (n+2)
_2n4+1 _ (2n)!
=T VT
(2n+1)!
T T92ntly v
B (2n +2)!
© 2(n+1)22n+1p!

Pour n =0

D’aprés la question 4.b),

S CUE))] w:

22(n+1) (TL + 1)

Donc & (n + 1) est vérifice.

Grace au principe de récurrence on a montré que |Vn € N, I'(n) =

Bonus : Des calculs

7. La fonction f, x est continue sur ]0; +oo[ donc l'intégrale est impropre en 0 et en +o0.
On considére le changement de variable €' et strictement croissant sur ]0; +o00[ : t = Az. On a alors dt = A dx et ¢
varie de 0 & 4o0.
D’aprés le théoréme de changement de variable généralisé, sous réserve de convergence, on a :

/mf (z) d ! /Mo M)A d ! /Mo el dt =1
ax(x) dz = =—— e x r=— e =1.
0 [(a) Jo ['(a) Jo

+o0 +oo
Donc / fax(x) dx est convergente et / far(z) de =1.
0 0

8. On reprend le méme changement de variable que dans la question précédente. Sous réserve de convergence :

Foo oo \a 1 +oo dt 1 a
Tfar(z) dz :/ e Mt dr = —/ et — = — T(a+1)==.
[ = [T @ Jo X T @) @Y=

+o0 too
Donc / zfa () dz est convergente et / Tfar(z) de =
0 0

> e
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9. Pour x <0, on a bien F, () = fax(z).

Pour 2 > 0:
a—1 1
Lale) = = 3 (A BAO) e
k=0
_ _)\e—/\l _ “ i()\lﬂ)k + — 1 ()\ZC)k_l
Pt k! = (k—1)!
a—1 a—2
=-de M| =) i(m)k + i(m)k
k! k!
k=0 k=0
— )\e_’\l X M
(a—1)!

F,.» est bien une primitive de f, » sur R*. ‘

SpéBio 2025-2026 Page 9

Correction DS4



