CORRECTION DU DEVOIR MAISON N© 1

I. Etude des zéros de ¢

2zlnz —2zIn2+1
1. On a, pour tout z > 0, p(z) = zlnxr —2xIn2 + |

X

Or, d’aprés le cours, lim zlnz =0 donc lim 2zlnz —2xIn2+1=1 et donc| lim ¢(x) = +oco.
z—0t z—0t z—0+

La courbe représentative de ¢ admet donc une asymptote verticale d’équation x = 0. ‘

1
2. Ona lim In (E) =+4ooet lim — =0.Donc lim ¢(z)= +oo.
r—+o00 2 Tr—+00 T T—+00
21 21In(2 1
De plus, pour tout = > 0, #(2) = n(z) — n(2) + .
T

x T x

21In(2 1 Inz
Comme lim ) =0, lim — =0et que lim —— =0 par croissances comparées, on obtient que
xr——+00 X x——+o00 I rx——+oco X
x
im 2@ g,
xr——+00 X

‘ Donc la courbe représentative de ¢ n’admet pas d’asymptote oblique en +oc. ‘

Hors programme : on dit que la courbe représentative de ¢ admet une branche parabolique de direction l'axe (Ox), ce
qui signifie que la courbe a l'allure de la courbe représentative de la fonction racine carrée ou In.

x
3. La fonction x — In = est dérivable sur ]0; +oo[ et & valeurs dans R™*. La fonction In est dérivable sur R™*. Donc par

T 1
composée, x — In (5) est dérivable sur R, De plus, © — — est aussi dérivable sur R**.
x

‘Donc ¢ est dérivable sur |0; 400l ‘

2 1 2x — 1
De plus, | pour tout = > 0, go’(ac) =—-—-—= -
r x x

4. ¢'(x) est du signe de 2z — 1. On obtient donc :

DN H

N~

5. e D’aprés I'étude faite sur ¢, ¢ est une fonction continue et strictement décroissante sur }0; [
1

1
Donc d’apreés le théoréme de bijection monotone ¢ réalise une bijection de ]0; 3 [ sur gp(} 0; 3 {) =]2 — 41n2; +o0].

:

N~

Or2—-4In2~ —0,8 < 0 donc 0 €]2 — 41n 2; +00[ et ainsi 0 admet un unique antécédent par ¢ dans 'intervalle ]0;
. . . . 1
L’équation ¢(x) = 0 admet donc une unique solution « dans I'intervalle |0; 3|
. . . . . 1

e D’aprés I’étude faite sur ¢, ¢ est une fonction continue et strictement croissante sur 5; +o0].

R P N L1 e 1 1
Donc d’aprés le théoréme de bijection monotone ¢ réalise une bijection de 3 +oo| sur ¢ 3 +o0o|) =]2—41n2;4o00].

1

Or2—4In2 ~ —0,8 < 0 donc 0 €]2—41n2; 00| et ainsi 0 admet un unique antécédent par ¢ dans U'intervalle ] 5 +00 [

1
L’équation ¢(z) = 0 admet donc une unique solution 8 dans l'intervalle } > 400 [

1
Ainsi il existe bien deux réels a et 8 tels que () = () =0et 0 < a < 3 < B.

SpéBio 2025-2026 Page 1 Correction DM1



6. from math import log

def phi(x):
return 2xlog(x/2)+1/x

a=0
b=1/2
while b-a>0.01:
c=(at+b)/2
if phi(c)==0:
a,b=c,c
elif phi(c)*phi(b)<0:
a=c
else:
b=c

print(’alpha est compris entre’,a,’ et ’,b)
IT. Points critiques de f sur ]0;+o00[Xx]0; 00|

1. Les fonctions (x,y) — zy et (x,y) — x + 4y sont de classe €2 sur |0; +-00[x]0; +-00] et elles sont & valeurs dans RT*.
De plus les fonctions ¢t — In(t) et t — e sont de classe € sur RT™.

Donc par composition,

f est de classe €2 sur ]0; +-00[x]0; +-00].

2. On a, pour tout (z,y) €]0; +00[x]0; +00] :

af +4y 4 Y 1

~J — T 1 x4y I _ ~ L rt4y
5 (1:9) = &V Inay) + L < fay) + Lo

of

dy

@
(a, Z) est un point critique de f.

e Etant donné que /3 posséde les mémes propriétés que a on peut aussi affirmer que

4. Calculons les dérivées secondes :

Ly

1
Y (2, y) = 4e™ W In(ay) + o = 4f(2,y) + —e"H¥
y

<ﬂ, g) est un point critique de f.

@(Ly) = %(Ly) - 2¢ M 2° +4y
0%f of 1, 4 .
8—y2($’y) = 46—y(z,y) ¢ e e
0% f of 4 gy
On a donc
o%f « af o 1 5, 20
g (07) = gg (@ F) — e+ oo
-1 a—1
=0 + 5 eQa — > 2c
o
Pf /1 « af 1 ay 16 16
~zJ a7_)_4_< ,_)_ 2c _62(1
3y2 4 (9y 4 2 o
1 2c a 1 2a

=0416 e = 16 o2 e

1 O) 2 (0, 2) 4 L2
oxoy \ 4/ 0 "4 oY
=04 _e2a eQa
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