FExercices : Réduction

Eléments propres

EXERCICE 1 : FAIRE SES GAMMES
Déterminer les valeurs propres (réelle ou complexes) des matrices suivantes :

-7 -10 0 -2 1
1"4_(5 8)' 4. A=[-1 -1 <1
-2 -4 3

5 1 -1 0 6 6

2. A=12 4 -=2]. 5. A=|-2 8 6
1 -1 3 2 -6 -4

~ (cos(f) —sin(0) )
6. A= cos(0) (0 € R fixe).

[\
—

3.A=10 1 —4
0 -2

4 ' <Sin(9)
| <

o

EXERCICE 2 : POLYNOME ANNULATEUR
Soit E un R-espace vectoriel et f un endomorphisme de E vérifiant f? + f +idg = 0.

1. On suppose dans cette question que f admet une valeur propre A.
Montrer que A% + X + 1 = 0. Indication : Utiliser un vecteur propre associé a .

2. En déduire que f n’admet pas de valeur propre.

EXERCICE 3 : POLYNOME ANNULATEUR

2 1 =2
Soit A=(1 0 O
01 0

1. Calculer A* — 243 — A% + 3A.
2. Montrer que si \ est une valeur propre de A alors A* — 2X\3 — A% 4+ 2\ = 0.
En déduire que sp(A) C {0,—1,1,2}

3. Déterminer les valeurs propres de A.

EXERCICE 4 :
Soit n un entier naturel supérieur ou égal a 2 et f Papplication définie sur R,,[X] par :

(1-X)

VP eR,[X], f(P)= P +P

Mountrer que f est un endomorphisme de R, [X].
Déterminer la matrice de f relative a la base canonique de R, [X].

Montrer que f est diagonalisable.

- W e

Pour aller plus loin : Déterminer une base de R, [X] formée de vecteurs propres

de f.

EXERCICE 5 : EN DIMENSION INFINIE
Soit E I’ensemble des fonctions continues de R dans R. Soit T' 'application définie sur
E qui a une fonction f de E associe la fonction T'(f) définie sur R par :

VzeR, T(f)(z)= /Omf(t) dt.

1. Justifier rapidement que 7' est un endomorphisme de F.

2. Déterminer les valeurs propres et les sous-espaces propres de T'.

S’entrainer a la diagonalisation

EXERCICE 6 : FAIRE SES GAMMES
Montrer que les deux matrices ci-dessous sont diagonalisables et les diagonaliser.

1 11 4 1 1
A=12 2 2 B=11 4 1
0 0 1 1 1 4

EXERCICE 7 : UN CAS PARTICULIER A RETENIR !

1. Quelles sont les matrices de .#,(K) qui n’ont qu’une seule valeur propre et qui sont
diagonalisables ?

2 0 0
2. La matrice [ 0 2 —1| est-elle diagonalisable ?
-1 0 2
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EXERCICE 8 : R O

La matrice J = est-elle diagonalisable dans R ? dans C?

— o oo
cor~ocd
o~ ool

oo o

EXERCICE 9 : SE LAISSER GUIDER PAR L’ENONCE
Pour toute matrice M élément de .#,(R), on note M” la matrice transposée de M.

1 0 0 1 0 0 0 0
OnposeE1—<0 O>,E2—<O 0>,E3—<1 0> etE4_<O 1>

On admet que & = (E1, Es, E3, E4) est une base de .45 (R)
On note ¢ 'application qui & toute matrice M de .#>(R) associe ¢ (M) = M + M™.
1. a) Montrer que ¢ est un endomorphisme de .Z5(R).
b) Ecrire la matrice A de ¢ dans 2.
¢) L’endomorphisme ¢ est-il bijectif ?
2. Calculer A% et en déduire que pour tout n de N* : A" = 27714,
3. a) Monter que Im(p) = Vect (E1, Es + E3, E4), puis établir que dim(Im (¢)) = 3.
b) En déduire la dimension de ker(p) puis déterminer une base de ker(yp).
c) Etablir que Im(¢p) est le sous-espace propre associé a la valeur propre 2.
d) (i) Sans calculs supplémentaires, justifier que ¢ est diagonalisable.

(ii) Donner une base de vecteurs propres de .

EXERCICE 10 : OrRAL G2E

0 2 1
On considére la matrice J = |0 —1 2] € .#5(R) et on note f I'endomorphisme de
0 1 0

R? représenté par la matrice J dans la base canonique de R?® notée % = (ey, ez, €3).
1. a) Déterminer les valeurs propres de f et les sous-espaces propres associés.
b) Montrer que ’endomorphisme f de R3 est diagonalisable.

On considére dans la suite une base € =
de f.

(c1,c2,c3) de R? constituée de vecteurs propres

2. On suppose qu’il existe un endomorphisme g de R? tel que go g = f.

a) Montrer qu'on a go f = f o g, puis justifier que g est diagonalisable dans la base
b

b) Existe-t-il une matrice M de .#3(R) telle que M? =
3. Existe-t-il une matrice M de .#5(C) telle que M?

J?

= J? Si oui, en déterminer une.

Applications de la réduction

EXERCICE 11 : PROBABILITE ET REDUCTION

Un joueur participe & un jeu se jouant en plusieurs parties. Ses observations lui per-
mettent d’affirmer que :

— ¢’il gagne deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité — ;

il perd une partie et gagne la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité

S
1
9
— ¢’il gagne une partie et perd la suivante, alors il gagne la prochaine avec la probabilité
1
2’

— ¢’il perd deux parties consécutives, alors il gagne la prochaine avec la probabilité —

)
— il gagne toujours ses deux premiéres parties.

Pour tout entier naturel n non nul, on note A4,, 'événement 1eme
partie ».

De plus, pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on pose :

: « le joueur gagne la n

En:Anfl ﬁA’4n Fn:Anfl ﬂAn Gn:Anfl mA_n Hn:Anfl ﬁAA_n

1. Démontrer que (E,, F,,, G, H,) est un systéme complet d’événements.

2. a) Utiliser la formule des probabilités totales pour montrer que, pour tout entier

2 1

—P(E,)+ =P (F,).

“P(Ea) + 5P (Fa)

b) Exprimer de la méme fagon (aucune explication n’est ex1gee) les probabilités
P(F,41), P(Gp+1) et P (Hp11) en fonction de P (E,), ), P(Gy) et P(H,).

naturel n supérieur ou égal & 2, on a: P(E,41) =

P(Ey)
P(F,)
¢) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal & 2, on pose : U, = P(G,)
P(Hy)
2/3 1/2 0
- i N . 0 0 1/2 1/3
Vérifier que Uy 41 = MU, ou M = 1/3 1/2 0 0
0 0 1/2 2/3
1 1 3 3 -1 -3 3 1
. -2 -1 -1 2 12 -3 -3 2
3. a) Solent P = 9 _1 1 9 et Q = 9 1 1 —o9
-1 1 -3 3 1 1 1 1

Calculer PQ. En déduire que P est inversible et donner son inverse.
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b) On note C1, Co, Cs et Cy les colonnes de P.

Calculer MCy, MCy, MCs et MCy.
c¢) Justifier que M = PDP™!, ou D est une matrice diagonale que ’on déterminera.
Montrer par récurrence que Vn > 2, U, = PD" 2P~1U,.

b) Pour tout entier naturel n supérieur ou égal a 2, donner UNIQUEMENT la pre-
miére colonne de PD" 2P~ puis en déduire P (E,), P (F,), P(G,) et P (H,).

¢) Montrer que l'on a :

lim P(E,) = 3 lim P(F,)=—
n—-+oo 10 n—-+oo 1

im P(Gn) = —  lim P(H,)=—
n—lg-loo n) 10 n—1>r-i{loo 10

EXERCICE 12 : TRIGONALISATION
On considére un endomorphisme f de R? dont la matrice dans la base canonique % de

6 10 11
R3 est la matrice A = | 2 6 5
-4 -8 -8

1. a) Déterminer la matrice A(A — 2I)? et en déduire que sp(f) C {0;2}.

b) Montrer que 0 et 2 sont bien des valeurs propres de f et déterminer une base de
chacun des sous-espaces propres.

¢) L’endomorphisme f est-il bijectif ? f est-il diagonalisable ?
2. On consideére les vecteurs v = (2,1, —2) et v = (3,1, —2)

a) Déterminer un vecteur w € R* dont la troisiéme coordonnée dans la base cano-
nique est égale a 1 et tel que f(w) = v+ 2w.

b) Montrer que %; = (u,v,w) est une base de R3.

c¢) Déterminer la matrice de f relative a la base %;. On note T cette matrice.

0 0 0 0 0 O
3. a)OnposeD=|[0 2 0]JetN=[0 0 1
0 0 2 0 0 0

Déterminer N? puis montrer que, pour tout entier naturel n non nul, on a
T" = D" +nD" 'N.

b) Donner explicitement, pour tout entier naturel n non nul, la matrice 7" en fonc-
tion de n.

c¢) Proposer une matrice P telle que A = PTP~! puis déterminer P!,

d) Montrer que pour tout n € N*, A" = PT"P~ .

e) Déterminer explicitement A™ pour tout entier n supérieur ou égal a 1.

EXERCICE 13 : SYSTEME DIFFERENTIEL
Dans cet exercice on cherche & résoudre le systéme différentiel suivant :

() = y(t) + 2(t)
(5) y'(t) = x(t)
2 (t) = a(t) +y(t) + 2(t)

d’inconnues x, y et z des fonctions définies et dérivables sur R.
(

On considére alors la fonction X : R — .#31(R) définie par, Vi € R, X (t) = | y(¢) | et
2(

on admet que, lorsque z, y et z sont dérivables sur R, la fonction X est dérivable sur R et,

a'(t)

y'(t)

2(t)

1. Déterminer une matrice A € .#3(R) telle que le systéme (.5) soit équivalent & I’équation
(Ey) : X'(t) = AX(t).

2. Montrer que A est diagonalisable et déterminer une matrice P inversible et une matrice
D diagonale telles que A = PDP~ !,

3. Montrer I’équivalence suivante :

VteR, X'(t) =

X est solution de (E;) <= Y = P71 X est solution de (E3) : Y'(t) = DY (t).

4. Résoudre l'équation (F2) en posant Y (t) = | b(t)

5. En déduire la résolution du systéme ().

Informatique et réduction

EXERCICE 14 :

Dans la bibliothéque Python numpy, la fonction linalg.eig(M) renvoie les valeurs
propres (réelles et complexes) de M et la matrice dont les colonnes sont des vecteurs propres
associés a ces valeurs propres (dans le méme ordre).

4 1 -1
Soit B=|—-6 -1 2
2 1 1

1. A l’aide de Python, conjecturer la valeur des valeurs propres de B ainsi que la dimen-
sion de chaque sous-espace propre de B. La matrice B semble-t-elle diagonalisable ?

2. Prouver rigoureusement vos conjectures.
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EXERCICE 15 :
La fonction 1inalg.matrix_rank () du module numpy permet de connaitre le rang d’une
matrice comme le montre I’exemple suivant :

import numpy as np
A=np.array([[1,2,1],[2,3,2],[3,5,31])
print(np.linalg.matrix_rank(A))

Ot W N

1 1
La derniére ligne affiche le rang de la matrice | 2 2 |, c’est-a-~dire 2.
3 3
Pour cet exercice on s’interdira d’utiliser les fonctions présentes dans Python permettant
d’obtenir les valeurs propres ou vecteurs propre d’une matrice données (du type eigvals
ou eig).

1. Ecrire une fonction Python valeur_propre prenant en argument une matrice A et un
réel a et renvoyant un booléen indiquant si a est une valeur propre de A.

2. Ecrire une fonction Python colineaire prenant en argument deux vecteurs (listes)
de taille n et renvoyant un booléen indiquant s’ils sont colinéaires.

3. Ecrire une fonction Python vecteur_propre prenant en argument une matrice
A e #,(R) et un vecteur (liste) u de taille n et renvoyant un booléen indiquant si
u est un vecteur propre de A.

Pour aller plus loin...

EXERCICE 16 : ORAL AGRO-VETO 2017
Soit (un)n>0 une suite définie par la donnée de ses trois premiers termes réels ug, uy et
ug et par la relation de récurrence :

1
Vn € N, Up+3 = g(un + Upy1 + un+2)-
0 1 0 w,
On note : A = (1) (1) i , et pour tout entier naturel n, on pose : X,, = | un+1
3 3 3 tn2

1. Ecrire une fonction en Python prenant en argument les trois premiers termes de la
suite (un)n>o et renvoyant la liste de ses 100 premiers termes. Utiliser cette fonction
pour étudier le comportement asymptotique de la suite sur quelques exemples.

2. Démontrer que 0 n’est pas valeur propre de A.

3. Démontrer que, pour tout nombre complexe A, A est une valeur propre de A si, et
1 1
3 2
——x*——-zx—-=0.
3 3 3

4. Démontrer qu'il existe une matrice inversible P € .#3(C), un nombre complexe z de

seulement si, A est solution de I’équation z

0
module strictement plus petit que 1, tels que A = P 0| Pt
z

>ONO

1
0
0
5. Pour tout entier naturel n, exprimer X, ;1 en fonction de
expression de X, en fonction de n, A et Xj.

et X, et en déduire une

6. Démontrer alors qu’il existe trois nombres complexes a, b et ¢ (que 'on ne demande
pas d’expliciter) tels que
Vn € N,

Up = a + bz" + cz".

7. Démontrer que : lim [bz" + ¢z"| = 0.
n—-+oo

Que peut-on dire alors de lim Re(bz" + ¢z") et de lim Im(bz" + ¢2™)?
n—-+oo n—-+o0o
8. En déduire que a € R et que lim wu, = a.
n—-+oo
EXERCICE 17 :
Donner une condition nécessaire et suffisante sur « pour que la matrice
24+a 1 1
M(a) = 0 2 1 soit diagonalisable dans .Z3(R).
0 0 2—«

EXERCICE 18 :
Soit A € ,(K).

Montrer que A et AT ont les mémes valeurs propres.

EXERCICE 19 :
Soient E un R-espace vectoriel, f € Z(F) et A € R.

1. Soit k € N*. Montrer que si A est valeur propre de f, alors A\¥ est valeur propre de f*.
1
2. Si f est bijectif et si A est une valeur propre de f, montrer que X est une valeur propre
de f71.

3. Montrer que si A% est valeur propre de f2, alors A ou —\ est valeur propre de f.
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Correctzon 4. On sait que X € sp(A) < rg(A —A3) <3.Orona
, - -2 1
CORRECTION DE L’EXERCICE 1 : re(A— L) —re|[-1 —1—A -1
1. Ona: —2 —4 3-A
A € sp(A) & det(A — Alp) =0 -2 -4 3-A
p(4) ( ] i) " —re -1 —1-n -1 L1 ¢ Ls
T - = - -2 1
& det ( 5 8 )\) 0
S(=T—M\)(8 =N\ +50=0 —2 -4 3\
SN mAm6=0 o 8 24_ 241\/\ 2 _?5>/\+ )\/\2 I e ar- f/é
SA=3ouA= 2. A Tt A
—2 —4 3—A
Donc sp(A) = {—2;3}. =rg 0 2-2\ -5+ A
2. On sait que A € sp(A) < rg(A — A\I3) < 3. Pour calculer ce rang nous allons utiliser 0 0 —8— A+ A\ L3 < L3+ 2Ls
la méthode du pivot de Gauss.
On en déduit que :
5—X 1 -1 AEsp(A) <= 2-2A=0 ou -8—-A+X=0
rg(A—M3) =rg 2 D ) 1—1-\/@ 1—\/@
1 -1 33—\ — =1 ou A= 5 ou\= 5 .
1 —1 3—A
1 33 1-+33
=rg 2 4—XN =2 L1+ L3 Donc sp(A) = {1; +2\/_; 2\/_}
5— )\ 1 -1
5. On sait que A € sp(A) < rg(A — Al3) <3.Orona
1 —1 3—A
—rg((@ 6— A\ 2\ —8 )) Ly < Lo — 21,4 -\ 6 6
0 6-—X —A+8\—16 Lz« Lz — (5— \) Ly rg(A— X)) =g -2 8-\ 6
2 -6 —4-A
1 -1 3—A
=rg 0 6-—2X 22 =8 9 6 —4— )\
((o 0 2()\—4)+()\—4)2>) Ls <+ Ly — Ls | (22 s—a 6 L. e Ly
On en déduit que : - 6 6
5 2 —6 —4 - A
Aesp(Ad) <= 6-X2=0 ou (2A—-4)+(A—-4)°)=0 —rg| |0 2-2 2\ Lo« Lo+ I,
= A=6 ou A-4)(A-2)=0 0 12—6) 12—4x— X’ Ly < 2Ls + ALy
— A=6 ou A=4oul=2
2 -6 —4-)
Donc sp(A) = {2;4;6}. g0 224 222
3. La matrice A est triangulaire donc on peut affirmer que sp(4) = {2;1; —2}. 0 0 2\ — \2 L+ L3 —6Ls
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On en déduit que :

AEsp(A) <= 2-X=0 ou 22 - =0
<— =2 ou A=0oul\=2.

Donc sp(A) = {0; 2}.

6. On a :
A€ sp(A) &det(A— M) =0
cos(f) — A —sin(d) \
< det ( sin(6) cos(f) — /\> =0

&(cos(f) — A% +sin?(0) = 0
&1 —2cos(O)N+ A2 =0
ex=¢c’ oux=e.
Il nous faut alors discuter sur la valeurs de 6 car ces valeurs propres peuvent étre réelles
ou non.
— Si 8 =0[27] : alors spg(A) = spe(A) = {1}.
— Si 0 = 7[27] : alors spg(A) = spe(A4) = {—1}.
— Sinon : spp(A) = 0 et spe(A) = {e?;e7 7.
7. On a:

A €sp(4) &det(A— M) =0

1—X 4
@det<_2 3_/\)20
S1-NB-N)+8=0
SN —4N+11=0

4+i«/280 4—iv/28
2TIVAS U FT1ves

2
SA=2+iVToul=2—iVT.

Donc spg(A) = 0 et spe(A) = {2 +iV7;2 — iVT}.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2 :
1. Soit @ un vecteur propre (non nul) associé a la valeur propre A.
On sait que f2 + f+idg = 0 donc on a f2(W) + f(U) + ¢ = 0.
Or f() = AW et donc f2(W) = f(f(U)) = fOT) = \f(T) = \°W.
On a donc AW + A% + @ =0 et donc (A2 + X+ 1)U = 0.
Comme U # ﬁ, on a nécessairement A% + X + 1 = 0.

2. On a montré dans la question précédente que les valeurs propres de f sont forcément
des solutions de z? + z + 1 = 0. Or cette équation n’admet pas de solution réelle.

Donc f n’admet pas de valeur propre.

CORRECTION DE L’EXERCICE 3 :

5 0 —4 10 1 -10 21 0 —20
1.A2=1(2 1 2|, A%=[5 0 —-4],4*=110 1 —10
10 0 2 1 -2 5 0 —4

On a donc A* —24% — A2 + 34 = A.

2. Soit A une valeur propre de A et X un vecteur propre associé.
On a donc AX = AX, A’X = A(AX) = MAX = X*X et de méme A°X = N*X et
ATX = \X.
En appliquant multipliant par la droite par X la relation de la question précédente,
on obtient :

MX —2X3X - A2X 430X = AX & (M =203 = A2 £ 20X = 0.

Comme X est non nul, on a nécessairement \* — 2X\3 — A2 4 2\ = 0.

Résolvons maintenant cette équation : A* —2X% = X242\ = 0 & A(\* -2\ =\ 4+2) = 0.
Or, 1 et —1 sont des racines évidentes de A*> — 2A% — A 4+ 2. On peut donc factoriser ce
polynome en A par (A — 1)(A 4+ 1). On obtient alors :

M 22X = N2 =0 XA - 1A+ 1)(A-2)=0.

Dong, si A est une valeur propre de A alors \=0oul=1oul=—-1ou \=2.
Attention on a pas démontré ici que 0, 1, 2 et —1 sont des valeurs propres!!!
En conclusion, sp(4) C {0,-1,1,2}.

3. Il faut regarder si les équations AX =0, AX = X, AX = —X et AX = 2X admettent
une infinité de solutions.
e AX =0 2=y =2z=0donc 0 n’est pas une valeur propre.
e AX = X &z =y =z donc 1 est bien une valeur propre.

e AX =X & { jf :Z . Donc —1 est bien une valeur propre.
x =4z .
e AX =2X & y=2z Donc 2 est bien une valeur propre.

En conclusion sp(A) C {-1,1,2}.
Autre méthode : vérifier si A, A — 113, A — (—1)I5 et A — 213 sont inversibles.
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