BANQUE AGRO-VETO 2021 MATHS

CORRECTION
Partie I : modele d’évolution de Wright-Fisher

I. Etude d’un cas particulier

Dans ce cas particulier, les variables X,, ne prennent que 3 valeurs : 0, 1, 2.

1. La famille ([X,, = 0], [X,, = 1],[X,, = 2]) forme un systeme complet d’événement. D’aprés la formule des
probabilités totales, on a donc :

P(Xn41=10) = P(Xy = 0)Px,—0)(Xnt1 = 0) + P(Xy = 1) Py, =1)(Xn41 = 0) + P(Xy = 2) Py, =) (Xn41 = 0)

1
:P(ano)><1+P(Xn:1)><Z+P(Xn:2)><0

De méme
P(Xn+1=1)=P(Xn:0)><O+P(Xn:1)x%+P(Xn:2)><O
P(Xn+1=2)=P(Xn:0)><O+P(Xn:1)><i+P(Xn:2)><1
1 20
On a donc V41 = MV,, avec M = 8 % (1)
1

2. Déterminons tout d’abord les valeurs propres de M. On sait que A est une valeur propre de M si, et seulement
si, M — AI3 n’est pas inversible, c’est-a-dire de rang strictement inférieur a 3. Or, pour tout A € R :

1-Xx 1 0
rg(M — \I3) = rg 0 1-Xx 0
0 T 1=
1-X 1 0
=T1g 0 i 1—A Lo < Ls
0 2-X 0
1-X 0 :
=rg 0 1—A i Cy < (s
0 0 i-2x

1
Ainsi, M — A\I3 n’est pas inversible si, et seulement si, A =1 ou A = 3 et donc les valeurs propres de M sont

1
let—.
2
Déterminons une base des sous-espaces propres associés a chacune des valeurs propres.
x
En notant X = [y | € #3:1(R) on a:
2
T+ %y =z
MX=X&Q ty=y sy=0.
%y +z=z
1 0 1 0
On a donc Eq (M) = Vect 01,10 et la famille 01,10 étant visiblement libre (deux vecteurs
0 1 0 1
non proportionnels) et génératrice de Eq(M), c’est une base de E1(M) qui est donc de dimension 2.
De plus : )
T+ 3y =52
Mx=ixeld =1, @{ y=—2
2 % Yyt 2= % . z=x
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1 1

Donc Ey /(M) = Vect -2 et la famille -2 étant visiblement libre (un seul vecteur non nul)
1 1

et génératrice de Fy/5(M), c’est une base de Ej/5(M) qui est donc de dimension 1.

Ainsi, dim(Ey(M)) + dim(E, 2(M)) = 3 et M € .#3(R) donc M est diagonalisable.

1 0 1
De plus 0,10],]-2 est une base de vecteurs propres de M donc on aura M = PDP~! avec
0 1 1
1 0 0 1 0 1
D=0 1 0 et P=[0 0 -2
00 1 01 1
1 2+ 0
3. Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : M™ = | 0 22%1 0 | est vraie pour tout n € N.
0 <= 1
2n+1

— Pour n =0 : on sait que M° = I5.
0_

1 ZH 0

Deplus |0 &5 0| =I3. Donc 2(0) est vraie.

&
0 &+ 1

— Soit n € N fixé. Supposons que Z(n) est vérifiée. On a alors :

1 24 0 1 Lo 1 ;+25 0
M =M"xM=10 £ 0]x|0 3 0]=[0 s 0],
0 &= 1 011 0 Z5+1 1
Comme % + i _z ;n1+—21— 2 zn;r;; 1, on a bien vérifié Z(n + 1).
1 244 0
Grace au principe de récurrence, on a montré que, pour tout entier n, M* = [0 =% 0

o
o[ N
S| 3o
+ |
L I
—_

Autre méthode : montrer que M™ = PD"P~' et calculer P~1.

4. a) X, étant une variable finie, elle admet une espérance et
E(X,)=0xP(X,=0)+1xP(X,=1)+2x P(X, =2).

Or, comme V,,11 = MV, on peut montrer facilement par récurrence que V,, = M"Vj.

o 1 o 1
On en déduit donc que P(X,, =1) = 2—nP(X0 =1)et P(X,=2) = WP(XO =1)+ P(Xo=2).
On a donc

1 2" —1

27’L
On a bien E(X,,) = E(Xp) pour tout entier n.
b) Comme [X,, € {0,2}] = [X,, = 0] U [X,, = 2] et que les deux événements sont incompatibles on a :

P(Xn6{0’2}):P(Xn20)+P(Xn:2)

2" — 1 2" — 1
= P(Xo = 0) + S P(Xo = 1) + P(Xo = 2) + o P(Xo = 1)
1
:P(X0=0)+(1—27>P(X0=1)+P(X0=2),

1
et donc lim P(X, € {0,2}) = P(Xo = 0)+P(Xo =1)+P(Xp =2) =1, car — — 0 et
n—~+00 2n
([Xo = 0], [Xo = 1], [Xo = 2]) forme un systéeme complet d’événements.
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II. Cas général

o

2N Y 2N=
a) On remarque que ( i > (%) (1 — ﬁ) correspond a P(Y = j) ou Y suit une loi binomiale

7
de parametres 2N et —

2N’
Avec ces notations, on a alors S; = ZjP(Y = j) et donc S; correspond a l’espérance de la variable
=0
aléatoire Y.
i
D’apres notre cours, on a donc S; = 2N X — = .

2N
b) X, +1 est une variable aléatoire réelle finie, elle admet donc une espérance qui est donnée par :

Xnt1) Z]P nt1 = J)-

Or ([Xy = 1])ic[o;2n] forme un systéme complet d’événements donc, d’apres la formule des probabilités
totales :

P n+1 —j ZP P[Xn z]( n+1 :])

On obtient donc :

2N 2N
E(Xn1) =) j (ZP(Xn = 1) Pix, =) (Xn+1 = j))
=0 \i=0

2N 2N
= ZP(Xn =1) ZjP[Xn:i} (Xnt+1=17)
i=0 J=

2N 2N
= P(X,=1i)Si =Y iP(X, =1i) = B(Xy)
i=0 1=0

On a donc bien E(X,,+1) = E(X,,) pour tout entier n.
c¢) Le nombre moyen d’allele de type A est donc constant au sein des différentes générations.
6. a) Ona [X,41 € {0;2N}] = [Xp41 = 0]U[X, 41 = 2N]. Donc, comme les événements sont incompatibles :

Pix,=k)(Xn+1 € {0;2N}) = Px,—5)(Xnt1 = 0) + Pix, =) (Xn41 = 2N) = <1 - ﬁ) + <ﬁ> .

1 1k>1

k
O 2 1<kg<2N-1d — >z —etl——2>—.
I on a supposé que onc 2N o © 5N = oN

1\ 2V
Par croissance de la fonction z +— 22V, on obtient bien Pix,—k)(Xn+1 € {0;2N}) > 2 <ﬁ> .

b) D’apres la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements ([X,, =

i])z’e[[o;zN]]7 ona:

2N
Uni1 = P(Xy = k)Px,—(Xns1 € {0;2N})
k=0
2N—-1
= P(X, =0)+ > P(X, = k)Py,_y(Xns1 € {0;2N}) + P(X,, = 2N)
k=1
2N—1
=up+ Y P(Xn =k)Px,—3(Xns1 € {0;2N})
k=1
1 2N 2N—-1
> — p—
> uy, + 2 <2N> ; P(X, =k)
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1 \2N
On a donc bien uy+1 > uy + 2(1 — uy) (ﬁ) .

¢) On peut remarquer que la suite (w,,) est arithmético-géométrique : w,+1 = (1 — a)wy, + a.
On pose alors z, = w, — 1. On a z,11 = (1 — a)z,, suite géométrique.
On en déduit que pour tout entier n, z, = (1 — a)"zy et donc w, = (1 — )" (wy — 1) + 1.
Comme « €]0;1[, on a 1 — a €]0; 1] et donc nlim (I-—a)"=0.

—+00

La suite (wy,) est donc bien convergente et lim w, = 1.
n—+oo

2N
d) On note dans cette question o = 2 (ﬁ) €]0; 1] (car N > 1) et w, la suite associée définie dans la

question précédente.
Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : u, > w, est vraie pour tout entier naturel n.

— Pour n =0, c’est évidemment vrai car wg = uyg.
— Soit n € N fixé. Supposons Z(n) vraie.
D’apres la question 6. (b) on a :

Up1 2 Up + Oé(l — Un) = (1 — oz)un + a.

Or 1 —a €]0;1] donc (1 — a)uy, > (1 — @)w,,.
Ainsi, upy1 = (1 — @)wy, + @ = wpgq et P(n+ 1) est bien vérifide.

On a donc montré que pour tout n € N, u, > w,.
Or par définition de u,, on a aussi u, < 1.

Donc w, < u, < 1 et par encadrement de limites, on en déduit que lirf Uy = 1.
n——+0o0

Il est donc presque certain qu’apres un grand nombre de générations, le nombre d’allele de type A soit
nul ou égal a 2N.

Partie II : équilibre de Hardy-Weinberg

7. N7 compte le nombre d’individus de type 1 dans une population totale de N individus ou la proportion
d’individus de type 1 est p;.
Nj suit donc une loi binomiale de parametres N et p;.

8. E(Nl) = Npj et V(Nl) = Npl(l _pl)-

9. D’apres le théoreme de Moivre-Laplace appliqué a la variable aléatoire N7 qui suit la loi binomiale de
parametres (N, p;) on a :

N, — N 1 /b
lim P agl—plgb :—/ e /2 4t
N—pl VNpi1(1—p1) V2 Ja

10. a) On sait que cov(Ni, No) = cov(N2, N1). Donc W est une matrice symétriques a coefficients réels (les
N; sont des variables aléatoires réelles).
Ainsi, d’apres le théoreme spectral, W est diagonalisable (en base orthonormée).

b) D’aprés notre cours V(aNy + bNy) = a?V (Ny) + b2V (Ny) + 2abcov(Ny, Na).

De plus : (a b) W <Z> =(a b) <Z(‘;S/]2[]1\;1TJ\?;)0:—(§)V‘}’(%3> = a?V(N1) 4 b*V (N2) + 2abcov (N1, Ny).

Donc on a bien V(aNy + bNz) = (a b) W <Z>

¢) Soit A une valeur propre de W et X = (g) un vecteur propre associé.

D’apres la question précédente, ‘XWX = V(zNy + yN2) > 0.
Mais on a aussi ‘XWX = AM'XX = \(2? + ¢?).

OrX;«éO,doncx2+y2>O,Onadonc)\:w

> 0.
£C2+y2

Les valeurs propres de W sont donc positives.
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d) Reprenons les notations de la question précédente et supposons que W admette une valeur propre nulle.
On aurait alors V(xN; 4+ yNa) = 0 ce qui signifierait que xNj + yN3 est une VAR constante.
Or, lorsque N1 = 0 et Ny =0, on a tN1 + yNy = 0, lorsque N7y = 0 et Ny =1, t N1 + yNo = y et
lorsque N1 =1 et Ny =0, N1 + yNy = . Comme z et y ne peuvent pas étre simultanément nuls, la
VAR xNj + yNs n’est visiblement pas constante.

Donc les valeurs propres de W ne peuvent pas étre nulles, elles sont donc strictement positives.

e) Comme W est une matrice symétrique a coefficients réels, on sait qu’elle est diagonalisable en base
orthonormée c’est-a-dire qu’il existe une matrice P inversible d’inverse ‘P et une matrice diagonale

A O
(0 )\2> telles que :

(A 0N
wor(h D)

On a vu que A1 et Ag, les valeurs propres de W, sont strictement positives.

Donc la matrice D = < ' 0)\ ! \/0)\—> est diagonale et inversible, et on a bien W = PD2P~1L.
2

11. On a:
‘(D7) = I,

AW'A = D lp-lpp2p-t(p)
car P~! = 'P donc ( 1) = P et D est diagonale donc t(D*I) =D L.
On en déduit donc que V(Y1) =V (Y2) =1 et cov(Yy,Ys) = 0.
12. a) Ona Ny + Ny =N — N3 donc V(N + Np) = (—=1)2V (V. ) Np3(1 — p3).

b) Comme V(N; + N2) = V(N1) + V(N2) + 2cov(N1, N2) on

Nps(1 —p3) — Npi(1 —p1) — Np2(1 — p2)

cov(Ny, Np) = 5 = —Npip2
c¢) Calculons tout d’abord le déterminant de W :
det(W) = V(N1)V(N3) — cov(Ny, N2)? = Npy (1 — p1)Npa(1 — po) — N2p2p3) = ... = N2p1paps.

Grace a la formule de l'inverse d’une matrice de taille 2 de notre cours on a donc :

Wl — L < V(N2) —COV(N17N2)> _ 1 <p2(1 —p2) P12 >
N2pipaps \ —cov(N1, Na) V(Ny) Npipap3 P1D2 pi(l—p1)/)°

d) En utilisant le fait que P~! = P et qu’une matrice diagonale est égale & sa transposée, on a :

tAA=PD D VP = p(D?)" P =W~
2 2 Y
On remarque alors que Y}* + Y5 = (Y1 YQ) <Y> On a donc :
2

Np, -1 (
= (N1 —N Ny — Npo) W
N2 Np2> ( 1 p1 2 PQ)

1 1-— Ny — N
(Nl _Npl N2 _ Np2) <p2( p2) pP1p2 > ( 1 p1>

Ny — N
) - B B . 1 b1

~ Npipaps P1D2 p1(1—p1)) \ N2 — Npso
1 p2(1 — p2)(N1 — Np1) + pip2(Na —Np2)>
=— (N - N No — N
Npipaps (N1 = Npr Na = Np2) <p1P2(N1 — Np1) +p1(1 = p1)(N2 — Npo)
1
= N (p2(1 — p2) (N1 — Np1)? + 2p1p2(Na — Npa) (N1 — Npi) + p1(1 — p1) (N2 — Np2)?)
Pb1p2p3
= Npipaps (p2(p1 + p3) (N1 — Np1)* + 2p1pa(Na — Np2)(N1 — Np1) + p1(p2 + p3) (N2 — Np2)?)
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13.

14.

N; — Npy)? Ny — Npo)? Ny — Npq)? No — Npo)? 2(N7 — N No — N
Y12+Y22:( 1 p1) +( 2 p2) +( 1 P1) +( 2 p2) n (N1 p1) (N2 P2)
Npy Npo Nps Nps Nps
_ (M- Npy)? N (N2 — Npy)? n (N1 — Np1 + Na — Np)?
Npy Npo Nps
_ (N1 — Npp)? n (No — Npy)? n (N — N3 — N(1 — p3))?
Npy Npo Nps
_ (Ny — Npy)? n (N3 — Npo)? . (N3—NP3)2.
Npy Npo Nps

Partie I1I : étude de la loi limite

Notons G la fonction de répartition de la variable aléatoire Z2.
Comme Z(Q2) =R, on a Z%(2) = R* et donc G(t) = 0 pour tout ¢ < 0.
Pour tout ¢ > 0 :
G(t) = P(Z2 < 1) = P(—Vi < Z < Vi) = B(VI) — D(—VA),
ou & désigne la fonction de répartition de la loi normale centrée réduite.
D’aprés les propriétés de la fonction ®, on a G(t) = 2®(v/t) — 1.
20(vt) —1 sit>0
0 sit<0
La fonction ® étant de classe € sur R, la fonction ¢ — v/t étant de classe €' sur RT* et la fonction nulle
étant €' sur R, on peut affirmer que G est de classe €' sur R*.

En résumé, G(t) = {

1

G est donc aussi continue sur R*. De plus ®(0) = = donc lim G(t) = G(0) =0 = lim G(¢) et ainsi G est
2 t—0+ t—0~

continue sur R.

On peut donc affirmer que Z?2 est une variable & densité. On obtient une densité de Z? en dérivant la fonction
G la ou c’est possible et en < complétant > les points manquant.
Une densité de Z2 est donc définie par :

1
—d'(Vt) sit>0 1

fotty = Vit VY = o g,
0 sit<o V2mt

1
car ®'(z) = e 7/2

Ver

D’apres la formule de Keenig-Huygens :

E(Z)=V(Z)+E(Z)?*=1+0>=1.
Pour calculer la variance de Z? commencons tout d’abord par calculer son moment d’ordre 2, c’est-a-dire
'espérance de Z4.
Sous réserve de convergence absolue, d’apres la formule de transfert :

+o0 t4

E(zY) = ——e P24t
(Z7) -
t4 9 +00 t4 2 +00 t4 2
La fonction t — ——e~*"/2 étant paire, / ——e /24t est de méme nature que / e /24t et
27 o0 T 0 27
“+oo t4 t2/2 “+oo t4 t2/2
en cas de convergence —e "/ dt = 2/ —e " /4 dt.
& oo V2T 0 V2T
On pose alors :
u(t) = t3 u'(t) = 3t2
t 2 1 2
V() = —e P2 p(t) = ———=e /2
(t) =~ (t) o
Comme u et v sont €' sur [0;+oo] et que tligl u(t)v(t) = 0 par croissance comparée, le théoreme
—+00
+oo 44 ) +oo 342 5
d’intégration par parties généralisé nous dit que / ——e /2 4t est de méme nature que / —— e V2 qy.
0 V2T 0 27
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On reconnait alors ici I'intégrale entrant en jeu dans le calcul du moment d’ordre 2 d’une variable sui-
vant la loi normale centrée réduite. Comme on sait que ce moment d’ordre existe, on peut affirmer que

—+o00 t4
/ — e /24t est convergente donc Z* admet une espérance et :
0

V2T
+oo 44 +oo 44
E(Z4):/ t—e_t2/2dt:2/ g
0 V2T

—00 T
= lim 2u(t)v(t) — 2u(0)v(0) + 2/+w£e—t2/2 dt
= o Vor
=3E(Z%) =3.

D’apres la formule de Koenig-Huygens, Z? admet une variance et :

V(Z*) =E(ZY) - EB(Z*)?=3-1=2.

t
15. On considere donc le changement de variable u = —, qui est un changement de variable ¢! sur [0; ] et

strictement croissant. D’apres le théoreme de changement de variable généralisé :

h(m):/I;xdu:/l ! X —2 du:/lédu,
0 Vau(r — zu) 0o Vu(l—u) Va2 0 Vu(l—u)

car x > 0.
Donc h(z) = h(1) pour tout z € R™™, h est constante.
16. a) Comme Z; et Zy sont indépendantes, on sait que Z? et Z2 sont aussi indépendantes. De plus on a
montré a la question 13. que ce sont des variables a densité.
Donc Z? + Z2 est une variable & densité dont une densité est la fonction s définie sur R par :

+oo
s(z) = fz2(x —1)fz2(t)dt

—00

+oo 1
= ——e
oo /2m(z —1)

Si 2 <0, on a donc s(z) =0 et pour z > 0 :

@2 (z — t) e g (t) dt.

1
V27t

! Qe*m/?

e Lgme (f 1
()= 5 /Omdt o

S

0 sizx <0
Ainsi s(z) =< ¢ .
(=) —e 2 siz>0
27
+oo
b) On sait qu'une densité de probabilité doit vérifier / s(z)dz = 1. C doit donc vérifier :
—o0
too (o
/ — e dz =1 C=m.
0 2w

Par linéarité de I'espérance E(Z? + Z2) = 2E(Z?) = 2.
Comme Z? et Z2 sont indépendantes V (Z7 + Z3) = 2V (Z?) = 4.

1
On aurait aussi pu remarquer que Z3 + Z3 suit la loi exponentielle de paramétre 3
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