FExercices : Espaces vectoriels

Familles de vecteurs

EXERCICE 1 :

1.

On se place dans le R-espace vectoriel R3.
Le vecteur (1, —4,2) est-il combinaison linéaire de ((1,2,3),(2,1,3),(3,2,1),(3,1,2))?

. On se place dans le R-espace vectoriel Ro[X].

Le vecteur P = X2 — 1 est-il combinaison linéaire de (3 — X2, X% 45X +3)?

On se place dans le R-espace vectoriel F = Z#(R,R) des applications de R dans R.
Pour n € N, on pose f, : ¢ — cos(nx).

Montrer que la fonction g : & — (cos(z))® est une combinaison linéaire de la famille
(f1, f2s 35 fas f5).

On pose @ = (1+1i,1 —2i) et ¥ = (2+1,1 — i) deux vecteurs de C?.

I
2. Fy = (X3 XX —2), X(X —2)% (X —2)°) dans R[X];

2= ) (7

4. Fy = ((2+3i, -3 +1),(—4 + 7i, =5 — 5i)) dans C? vu en tant que R-espace vectoriel

1.

EXERCICE 3 :
Les familles suivantes sont-elles libres ou liées ?

= ((]"17]" )7 (1727374)7 (17278716)) dans R4;

_63)> dans ./ (R)

puis en tant que C-espace vectoriel.

EXERCICE 4 :
On considére les fonctions suivantes définies sur R :

- gr:rz—1
fiizese? : . hi:z—In(3—x)
forz—=a?—1 g2i:z$gi) hy : x> (z — 3)e’®
fa:z—1In(2—x) gi;stm%x) hs : 2 — In(z? — 62 + 9)

a) Dans le R-espace vectoriel C2, le vecteur @ = (5+4i, 5—2i) est-il une combinaison
linéaire de la famille (o, 7) ?

Montrer que la famille (fi, fa, f3) est une famille libre de .#(] — o0; 2[, R).

2. Montrer que la famille (g1, g2, g3, g4) est une famille libre de Z# (R, R).
3. La famille (hq, ha, h3) est-elle une famille libre ou liée de .7 (] — 00; 3[,R) ?

b) Dans le C-espace vectoriel C2, le vecteur o = (5+4i, 5—2i) est-il une combinaison
linéaire de la famille (7, 7) ?

EXERCICE 2 :
Pour chacun des ensembles suivant, préciser de quel espace vectoriel de référence ce sont
des sous-ensembles puis en déterminer une famille génératrice.

1.
2.
3.

. E5:{<3(a+b)—ia

FE = {(317 — y,—2:17,ﬂ'y+ln(2)x)/(x7y) c ]RQ}7

E2 = {(I7y7'r7yax) €R5/3I+4y: 0}7

Es={(a—b)X3+4bX% — 42X +b—a/(a,b) € R?};
x

y| € s 1(R)/x—2y+2z2=0et —22+y+32=0,;
z

E, =
a+ib

% — (a+b)i> /(@) 662};

Es = {P € Cy[X]/P(2i) = 0 et P(—V3) = 0}.

a—1b

EXERCICE 5 :
Pour tout k € N, on note fy, la fonction définie sur R par : Va € R, fi.(z) = (arctan(z))*.
Montrer que, pour tout n € N, la famille (fx)refo;n] est une famille libre de .7 (R, R).

EXERCICE 6 :
Soit Z#(R,R) l'espace vectoriel des applications de R dans R.
Montrer, par récurrence sur n € N*, que S, = (z — cos(kz), k € {1,...,n}) est une

famille libre de .# (R, R).

Indication : il sera intéressant de dériver deux fois une égalité bien choisie.

Sous-espaces vectoriels

EXERCICE 7 : UN CLASSIQUE

Soit A une matrice fixée de .#,(R), ot n est un entier naturel non nul.
On considére 'ensemble £ = {M € 4, (R)/AM = MA}.

Montrer que E est un espace vectoriel.

EXERCICE 8 :
On note .Z([0; 1], R) Iespace vectoriel des fonctions définies sur [0; 1] et & valeur dans R.
Montrer que ensemble E des fonctions f définies sur [0; 1] et vérifiant f(1) = 2f(0) est

un espace vectoriel.
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Qu’en est-il de 'ensemble des fonctions f définies sur [0;1] et vérifiant f(1) =2+ f(0)?

EXERCICE 9 :

Soient a et b deux fonctions définies et continues sur un intervalle I et & valeurs dans R.
On considére I'équation différentielle a(x)y’ + b(z)y = 0.

Montrer que ’ensemble des solutions sur I de cette équation est un espace vectoriel.
Qu’en est-il de I'ensemble des solutions de a(z)y’ + b(z)y =27

Base, dimension

EXERCICE 10 :
Montrer que les ensembles suivants sont des espaces vectoriels puis en déterminer une

base et la dimension :
L A={(z —y,x+y,2z - 3y)/(z,y) € R*};
2. B={(z,y,2) eR*/2x =y et y = 32} ;
3. C={(z,y,2,t) ER*/20 —y+ 22—t =0et y+ 2 —t = 0};

x Y z
4. D=X |y z+y+z y|/(z.y,2) eR®};
z y x

5. E={P €R[X]/P=aX?+(b—2a)X +a—b+cot(abc) €R’};
6. F ={PeR,[X]/P(1) =0};

7. dans Z (] — 1;1[,R), G = Vect(f1, fo, f3, f4) avec f1 : . — 1/14_—%, forz—

-
1 ' T

7—1_1.2, f4 : x»—>7_1_x2.

1—=x
142z’

fs:z—

EXERCICE 11 :

1. Soit a une fonction définie et continue sur un intervalle I et & valeurs dans R.

Montrer que I'ensemble des solutions de I’équation différentielle ¢’ + a(x)y = 0 est un
espace vectoriel de dimension finie et déterminer sa dimension.

2. Soient a et b deux réels.
Montrer que I'ensemble des solutions de 1'équation différentielle 3" + ay’ + by = 0 est
un espace vectoriel de dimension finie et déterminer sa dimension.

EXERCICE 12 :
On se place dans l'espace vectoriel R3[X] et on note %, sa base canonique.

1. On considére les polynémes Ry = —2X3 4+4X2 +2X +1, Ry = - X3+ X? +3X — 1,
Ry =X?4+ X +3et Ry = X>— X?+2X.
Montrer que la famille 2 = (R1, Ra, R3, R4) est une base de R3[X].
2. On considére le polynéme Q = X% + 2X?% 42X + 5.
a) A P’aide de la matrice de passage de 4, a %, déterminer les coordonnées de
Q@ dans la base £.
b) Sans utiliser de matrice de passage déterminer & nouveau les coordonnées
de @ dans la base A.
¢) Quelle méthode vous semble préférable ? Pourquoi ?

EXERCICE 13 :
On admet que dim(.#>(R)) = 4. On pose A1 = (_11 1) , Ay = <(1) (1)> , Az = <:; ?)

et A4: <§) é)

1. Montrer que B = (A1, Aa, A3, Ay) est une base de 4> (R).

-1 _1> dans la base 4.

2. Déterminer les coordonnées de M = < 3

Un peu plus difficile

EXERCICE 14 :

Soit E un espace vectoriel de dimension n > 2 et & = (eq, ...
n

,€n) une base de E.

Pour tout j € {1,...,n}, on pose ¢} = Zei —ej.
i=1
1. Montrer que la famille ' = (¢}, ..., ¢.,) est une base de E.

2. Donner la matrice de passage de % a %' et celle de %' a B.

EXERCICE 15 :
1. Pour tout n € N, on désigne par (F;)ogi<n la famille de polynomes définie par :
Vie[on], Fi= J[] X-k)=XX-1)-(X—i+1)(X—i—1)...(X —n)
k=0, ki
Montrer que pour tout n € N, (F;)ogign est une base de R, [X].

2. Soient n un entier naturel, a et b deux réels distincts. Prouver que la famille
(X —a)" (X — )" ")ogign est une base de R, [X].
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Pour aller plus loin...

EXERCICE 16 : R-ESPACE VECTORIEL OU C ESPACE VECTORIEL
Montrer que C est un C-espace vectoriel de dimension 1 et un R-espace vectoriel de
dimension 2.

EXERCICE 17 : UNION DE DEUX SEV
Soit F un espace vectoriel et F' et G deux sous-espaces vectoriels. Montrer que si FUG
est un sous-espace de F alors FF C G ou G C F.

EXERCICE 18 : STRUCTURE D’ESPACE VECTORIEL

1. Dans E = R™ x R on définit une loi + par (z,y) + (2/,y') = (z2’,y + ') et une
loi externe & coefficients dans R par X - (z,y) = (z*, \y). Vérifier que (E, +,-) est un
R-espace vectoriel.

2. R? muni de la loi 4 usuelle et de la loi externe définie par A - (z,y) = (Az,0) est-il un
R-espace vectoriel 7

EXERCICE 19 : UNE FAMILLE LIBRE INFINIE
Pour tout k € N* on considére la fonction fj définie sur R par fi(z) =e
On souhaite montrer que la famille de fonctions (f;)ren+ est une famille libre de 1'espace
vectoriel des fonctions de R dans R.
Pour cela, nous allons raisonner par récurrence pour montrer que la propriété
P(n) : «la famille (f1, fa,..., fn) est libre », est vraie pour tout n € N*.

kx

1. Justifier que la propriété (1) est vraie.

2. Soit n € N* fixé. On suppose que la propriété Z(n) est vraie.

On souhaite montrer que la famille (f1, fa2,..., fnt1) est libre, donc on cherche tous
les réels aq,...,an41 tels que :

Ve eR, aifi(x)+...+ ant1fnt1(z) =0.

a) Diviser I’égalité ci-dessus par e(nth)e puis en faisant tendre x vers une valeur bien
choisie, montrer que a,4; = 0.

b) Montrer ensuite que a1 = ... = a,, = 0 puis conclure.
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Correction

CORRECTION DE L’EXERCICE 1 :
1. On cherche s’il existe (a,b, ¢, d) € R?* tels que :

(1,-4,2) =
e(1,-4,2) =

a(1,2,3) +b(2,1,3) +¢(3,2,1) +d(3,1,2)
(a,2a,3a) + (2b,b,3b) + (3¢, 2¢, ¢) + (3d, d, 2d)
—4,2) = (a+2b+3c+3d,2a + b+ 2c+d,3a + 3b+ ¢ + 2d)

a+2b+3c+3d=1
2a +b+2c+d=—4
3a+3b+c+2d=2

1
{ a+2b+3c+3d=1

=4 3b+4c+5d =6 Lo+ 201 — Lo
a+2b+3c+3d=1
&< 3b+4c+5d=6
4de+2d = -5 L3+ L3— Lo
a——c—§
39
S b=2c+ —
65
d=—2— 2
)

Nous avons donc une infinité de possibilités pour les valeurs de a, b, ¢ et d ce qui
signifie que (1, —4,2) est combinaison linéaire de ((1,2,3),(2,1,3),(3,2,1), (3,1, 2)).
Si on veut donner un exemple de combinaison linéaire qui fonctionne, on choisit arbi-
trairement une valeur de ¢, on calcule les a, b et d correspondants et on donne alors
une des relations qui fonctionne.

2. On cherche s’ existe des réels a et b tels que :

P=a(3—- X)) 4+bX*+5X +3) = X?—1=(—a+b)X?+5bX +3a+3b

—a+b=1
&< 5b=0
3a+3b=-1
a=—1
b=0
< 1
a=—=
3

P n’est donc pas une combinaison linéaire de (3 — X2, X2 + 5X + 3).

3. Cette question est, de facon un peu déguisée, une question de technique de linéarisation.

Pour tout z € R,

ey

511 +5e411 —1m+1oe31;ﬂ —2ix 4 106211 —3ix +5elI —41m+e—5i;ﬂ)

g(z) = (cos(2))” = (
1

5 (¢

1

5

(2cos(bx) + 5 x 2cos(3z) + 10 x 2 cos(z))

1 ) )
T: cos(5x) + T cos(3x) + 3 cos(x)

1 5 5 5 5 1
Onadone g = —fo 4 —fo+ 2 fr = 2f1 +0fo+ — fi + 0fs + — f.
n a donc g 16f5+16f3+8f1 8f1+ f2+16f3+ f4+16f5

g est bien une combinaison linéaire de la famille (f1, f2, f3, f4, f5)-

4. a) On cherche s'il existe des REELS a et b tels que :

W=ad 407 & (5+4i,5—2i) =a(l+i,1 —2)+b(2+1,1—1)
{ 54 4i=a(l+1)+b(2+1)
5—2i=a(l—2i)+b(1—-1)
comme a et b sont des réels on essaye d’identifier les parties réelles
et imaginaires.

5+4i=a+2b+i(a+b)
5-2i=a+b+i(—2a—b)

a+2b=5
a+b=4 .

= atb—5 car a et b sont des REELS
—2a—-b=-2

Les lignes 2 et 3 du systéme étant incompatibles, ce systéme n’admet pas de
solution. @ n’est pas une combinaison linéaire de la famille (7, 7) dans le R-
espace vectoriel C2,
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b) On cherche s’il existe des COMPLEXES a et b tels que :

W=ad +b7
& (54+4i,6-2i) =a(l+1,1-2i)+b(2+1,1—1)
a(l +1) +b(2 +1) = 5 + 4i

<~ { aE1 : 2)i)++ g)(;r—)i) = 5+— 2i

a(l +1) +b(2+1) =5 + 4i
{ b(1— 20)(2 +1) —

Ly« (1—2i)L; —

< (1+i)(1—1)] =

(1+1i)Ls

a(l4+1)+b(24+1)=5+4i
b2 3i) =6—9i

{ al—i—l +b(2+1)=5+4i

(1—2i)(5 + 4i) — (1 +1)(5 — 2i)

¥

¥

>
S
I
Lo e

Ce systéme admet donc bien une solution (unique), ce qui signifie que W est une
combinaison linéaire de la famille (7, 7') dans le C-espace vectoriel C2.

Autre méthode : on peut aussi écrire les complexes a et b sous leur forme algébrique
Tq + 1y, €t xp + iyp et reprendre la méthode d’identification des parties réelles et
maginaires.

CORRECTION DE L’EXERCICE 2 :

1. D’aprés 'énoncé, Fy C R3. De plus :

By = {(3z — y, 2z, 7y + In(2)z)/(x,y) € R*}
= {(3z, —2z,1n(2)z) + (—y,0,7y)/(2,y) € R?}
= {2(3,-2,In(2)) + y(—1,0,7)/(z,y) € R?}
= Vect((3, —2,1n(2)), (—1,0, m)).

La famille ((3,—2,In(2)), (1,0, 7)) est génératrice de Ej.

2. D’aprés I’énoncé, Ey C R5. De plus :
E, = {('rvyaxayv'r) € R5/3ZC + 4y = O}

3
= {(x7y7$7y7x) € RS/y = _Z‘T}

= {(z,—%x,x,—zx,x) /x € R}
3 3
= {ZC <17_Z71,_Z,1) /:C S R}
3 3
—VeCt((l,—Z,l,—Z,1>) .

La famille <<1, —§ 1 —%, 1>> est génératrice de Fj.

47 3
3. D’apres I’énoncé, E5 C R3[X] ou encore E3 C R[X]. De plus :
Es={(a—b)X3+4bX% - avV2X + b —a/(a,b) € R?}
={a(X?®—V2X — 1)+ b(—X> +4X% +1)/(a,b) € R?}
= Vect(X® — vV2X —1,-X> +4X%2 +1).
La famille (X® — v2X — 1, —X® 4+ 4X? 4+ 1) est génératrice de F.

4. D’aprés Pénoncé Ey C 43 1(R).
Procédons a un petit calcul préliminaire :

7
—2rx+y+32=0 —dy+2z4+y+32=0 y="z
3
Donc :
v 7 5
E, = y E///g)l(R)/x:gzety:gz
z
7 7
2, L
— gz /zeR =<z g /ZGR
: !

= Vect

—
=W oWl =
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La famille est génératrice de Fjy.

=W oW

5. D’aprés I'énoncé Es C #5(C) et comme il n’y a pas de précision d’énoncé on considére
AM>(C) comme un C-espace vectoriel.

o {(3((1:_19)11)— ia mfz;ii b)j) J(a,b) € (cz}
(O )+ (B B renec)
_{a<31—i 21_i>+b<f’i _ii>/(a,b)e(c2}
:Vect((31_i gl_i)vc’i _11>)
La famille (<31—i 21—i>’<—31

6. D’apreés I’énoncé Fg C Co[X] et comme il n’y a pas de précision d’énoncé on considére
C3[X] comme un C-espace vectoriel.

_11)> est génératrice de Ej.

Eg = {P € Cy[X]/P(2i) = 0 et P(—V/3) =0}
= {P e Cy[X]/Fa e C, P=a(X —2)(X +V3)}
= {a(X —20)(X +V3)/a € C}
= Vect ((X —20)(X + \/5))

a famille - 21 + est génératrice de Eg.
La famille ( (X — 2i)(X + V3 ice de E,

CORRECTION DE L’EXERCICE 3 :
1. On cherche tous les réels a, b et c tels que :
a(1,1,1,1)+b(1,2,3,4) + ¢(1,2,8,16) = (0,0,0,0)
<la+b+c,a+2b+ 2¢,a+ 3b+ 8¢,a+ 4b+ 16¢) = (0,0,0,0)

a+b+c=0 a=-b—c

a+2b+2c=0 b+c=0 .
Y a+3b+8=0 Wi7e=0 TO=b=e=0

a+4b+16c=0 3b+15¢=0

Z, est donc une famille libre de R?.

. On cherche tous les réels a, b, c et d tels que a X3 +bX*(X —2)4-cX (X —2)2+d(X -2)% =

0.
Oron a:
aX?+bX3(X —2)+eX(X -2 +d(X —2)*=0
SaX? + (X3 —2X?) +¢(X? —4X?+4X) +d(X? - 6X? +12X —-8) =0
s(a+b+c+d)X?+ (—2b—4c—6d)X?* + (4c+ 12d) X — 8d
=0X*+0X2+0X+0

a+b+c+d=0
—2b—4c—6d=0
4c+12d =0
—8d=0

Sa=b=c=d=0

F» est donc une famille libre de R[X].

C 1 =2 -3 6\ (0 0
. On peut remarquer immeédiatement que 3 (0 1 ) + < 0 _3> = <0 O)'

Donc .#3 est une famille liée de .#5(R).

. Comme (—4 + 7i,—5 — 5i) = (1 +2¢) x (2+ 3i,—3 + i), la famille . %3 est une famille

liée de C? vu en tant que C-espace vectoriel.

Placons nous maintenant dans C? vu en tant que R-espace vectoriel. On cherche a et
b deux réels tels que :

a(2+3i,—3+1) + b(—4+ 7i,—5 — 5i) = (0,0)

o a(2+31)+b(—4+71)=0
a(=3+1)+b(-5-5i)=0
(2a — 4b) +i(3a +7b) =0
—_——
o €R €R
(—3a —5b) +i(a—5b) =0
—_————  ——
€R €R

2a —4b=10
3a+T7b=0 s
& 34 _5p—q P propriété de C
a—5 =0

6b=0
22b=0
= —920b =0 Sa=b=0

a=>5b

par propriété de C?
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La famille est donc libre dans C? vu en tant que R-espace vectoriel.

CORRECTION DE L’EXERCICE 4 :

1. On cherche tous les réels a, b et c tels que :

afi+bfa+cfzs =0
eVr €] —00;2[, ae®® +b(x? —1)+cln(2—2) =0

ae’* =0 en évaluant en z =1
=1 ae?+cln(3) =0 en évaluant en z = —1
a—b+cln(2) =0 en évaluant en z =0

a=0 care?#0
=< ¢=0 car In(3)#0
b=0

Réciproquement, on a bien a =b=c=0=-af1 +bfs + cfs = 0.
La famille (f1, f2, f3) est libre.

2. On cherche tous les réels a, b, c et d tels que :

agi + bgz + cgs + dgs = 0
Ve € R, a+ bsin(x) + csin(2z) + dsin®(z) = 0

a=0 en évaluant en x =0
a+b+d=0 enévaluanten:z::g
=9y a—-b+d=0 enévaluantenxz—g
2 d
a+b£+c+—:0 enévaluanten:z::z
2 2 4
a=0
. b=0
d=0
c=0

Réciproquement, on a bien a =b=c=d =0 = ag1 + bg2 + cg3 + dgs = 0.

La famille (g1, g2, g3, ga) est libre.

3. 1l s’agit ici de prendre un peu de recul pour s’éviter de gros calculs car

Vo €] —00;3[, hz(x) =In((z — 3)?) =2In(3 — 2) = 2hy(2).

Donc hg = 2h; 4 Ohg et ainsi la famille (hq, ho, hs) est lice.

CORRECTION DE L’EXERCICE 5 :
On cherche tous les réels (ag,a1,...,a,) € R tels que :

Z arfr =0 &Vr € R, Zak(arctan(a:))’C =0

k=0 k=0
T - E
@Vte}—g,i{,kzoakt =0

en posant ¢t = arctan(z)
n
= Z aka =0,
k=0

car une fonction polyndémiale est nulle sur un intervalle non réduit & un point si, et
seulement si, le polynéme associé a une infinité de racines donc si, et seulement si, le
polynéme est égal au polynéme nul.

Or, un polynéme est nul si, et seulement si, ses coefficients sont nuls donc, en conclusion :

Zakfk =0 Vk e [[O;TLH, ar = 0.
k=0

La famille (fy)[o;n] est une famille libre de .7 (R, R).

CORRECTION DE L’EXERCICE 6 :
Montrons par récurrence que la propriété & (n) : « la famille S, est libre » est vraie pour
tout n € N*.

— Pour n =1 : la fonction z — cos(z) n’est pas la fonction nulle done la famille (cos)
est bien libre.

P (1) est bien vraie.

— Soit n € N. Supposons & (n) vraie.
On veut montrer que la famille S, 41 est libre. On cherche donc tous les réels aq,
.. .Gny1 tels que :

Ve e R, ajcos(z)+ azcos(2z) + ...+ ap cos(nx) + ant1 cos((n + 1)z) = 0. (1)
En dérivant deux fois cette égalité on obtient :
Vr € R, —ajcos(x) — dagcos(2z) + ... — n’a, cos(nz)
—(n+1)%a,41 cos((n + 1)z) = 0. (2)
A T'aide de l'opération (n + 1)%(1) + (2), on obtient alors

Ve € R, ai((n+1)% —1)cos(z) + ((n +1)? — 4)az cos(2x) + ...
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+((n+1)* = n?)a, cos(nz) = 0.

Donc d’aprés Z(n), Vi € [1;n], a;i((n+1)* —i?) = 0. Et comme (n + 1) — 4% # 0, on
en déduit que Vi € [1;n], a; = 0.
On remplace alors dans 1’équation (1) et on obtient aussi a,+1 = 0.

Ainsi la famille S, 11 est libre.

Grace au principe de récurrence, on a montré que pour tout n € N*, la famille S,, est
libre.

CORRECTION DE L’EXERCICE 7 :

On remarque que E est un sous-ensemble de ., (R) qui est un espace vectoriel connu.

Montrons que F est un sous-espace vectoriel de ., (R).

E est un ensemble non vide car la matrice nulle est dans cet ensemble. En effet on a
A0 =0et 0A =0 donc A0 = 0A ce qui veut dire que 0 € E.

On considére maintenant K et L deux matrices qui appartiennent a ’ensemble E. Cela
veut dire que 'on a AK = KA et AL =LA.

On considére aussi a un réel.

On veut montrer que la matrice aK + L est aussi dans FE.

On a A(aK + L) = aAK + AL = aKA+ LA = (aK + L)A. Cela signifie que aK + L
appartient & F.

On a donc bien montré que E est un sous-espace vectoriel de .4, (R).

FE est donc lui méme un espace vectoriel.

CORRECTION DE L’EXERCICE 8 :

1. — E est un sous-ensemble de 1’espace vectoriel .Z ([0; 1], R).

— La fonction nulle vérifie f(1) = 2f(0) donc la fonction nulle appartient & E et
donc E n’est pas vide.

— Soient g et h deux fonctions appartenant a E et A un réel.
Alors Ag + h est une fonction de [0;1] dans R et :

(Ag+ h)(1) = Ag(1) + h(1) = A2¢(0) 4+ 2h(0) = 2(Ag + h)(0).

Donc \g + h € E.
Ainsi F est un sous-espace vectoriel de .#([0;1],R) et donc F est un espace vectoriel.

2. Notons F = {f € Z([0;1],R)/f(1) =2+ f(0)}.
F n’est pas un espace vectoriel pour plein de raisons, en voici deux :
— la fonction nulle n’appartient pas a F.

— La fonction g : = +— 2x et la fonction A : x — 2z + 1 sont des éléments de F', mais
(9+h)(1)=5et 2+ (g+h)(0)=3donc g+h ¢ F.

CORRECTION DE L’EXERCICE 9 :

Notons .¥ les solutions de I’équation différentielle donnée.

& est un sous-ensemble de ’espace vectoriel des fonctions dérivables de I dans R.
De plus % n’est pas vide car la fonction nulle est solution de I’équation différentielle.
Soient maintenant deux fonctions f et g appartenant & . et A un réel quelconque.
Alors on a, pour tout z € I :

b(z)(Af + 9)(x) = Ma(z)f'(x) + b(2) f(2)) + a(x)g' () + b(x)g()
=Ax04+0=0.

a(z)(Af +9) (=) +

Donc A\f +g € .7.

En conclusion . est un sous-espace vectoriel de I’espace vectoriel des fonctions dérivables
de I dans R donc c’est un espace vectoriel.

L’ensemble des solutions de a(z)y’ + b(x)y = 2 ne peut pas étre un espace vectoriel car
cet ensemble n’est pas stable par addition.

CORRECTION DE L’EXERCICE 10 :

Pour montrer que tous ces ensembles sont des espaces vectoriels nous allons les écrire
sous forme Vect(...). Cela démontrera que ce sont des sous-espaces vectoriels donc des
espaces vectoriels et de plus cela nous donnera une famille génératrice !

1. On a
A={(z -y, +y, 20 - 3y)/(z,y) € R?}
= {(,,22) + (—y,y, —3y)/(z,y) € R?}
={z(1,1,2) + (-1,1,-3)/(z,y) € R?}
= VeCt((la 17 2)5 (_15 17 _3))
On voit que A est un sous-espace engendré, donc A est un espace vectoriel.
De plus, on voit aussi que la famille Z = ((1, 1,2), (—1,1, —3)) est une famille généra-
trice de A.
Les deux vecteurs de la famille Z ne sont visiblement pas proportionnels donc la famille
A est libre.
La famille & est libre et génératrice donc c’est une base de A et dim(A) =
vectoriel).

2. Ona:
B={(v,y,2) €R¥/2x =y et y = 32}

2 (plan

i e e %)
_{(zgx >/xeR}
o) v(122)
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On voit que B est un sous-espace engendré donc B est un espace vectoriel. La famille £ est-elle libre ?
De plus, la famille Z = <<1, 2, ;)) est une famille génératrice de B. On cherche tout les réels a, b et ¢ tels que :
La famille £ est-elle libre 7 L 00 0 10 0 0 1 0 00
La famille Z ne contient qu’un seul vecteur qui n’est pas nul donc cette famille est a0 1L 0)+bf1l 1 1)+b6{0 1 0)=10 00
libre. 0 0 1 010 1 00 0 0 O
La famille £ est donc une famille libre et génératrice de B, c’est donc une base de B a b ¢ 0 00
et dim(B) = 1 (droite vectorielle). < |b atbtc b =10 0 0
e c b a 0 0O
3. Calcul préliminaire :
Sa=b=c=0
{2x—y+22—t=0 @{2x—y+2z—y—z:o @{22—296—1—23/ La famille £ est donc libre.
y+z—-1=0 t=y+=z t=y+z=3y—2x La famille £ est donc une famille libre et génératrice de D, c’est donc une base de D
et dim(D) = 3.
Gréce a ce calcul on a : 5 Ona-
sz {(z,y, —22+2y, —22+3y)/(z,y) € R?} = {2(:6,0, -2z, —22)+(0,y,2y,3y)/(z,y) € E={PeR[X]/P=aX?+(b—2a)X +a—b+cot (ab,c) € R®}
R*} = {z(1,0,-2,-2) + 4(0,1,2,3)/(x,y) € R} = Vect((1,0,-2,-2),(0,1,2,3)) ) 5
On voit que C est un sous-espace engendré donc C' est un espace vectoriel. ={aX"+ (b -20)X +a—b+c/(a,b,c) R}
De plus, la famille Z = ((1,0, -2, —2),(0,1,2,3)) est une famille génératrice de C. = {a(X? - 2X + 1) + b(X — 1) +¢-1/(a,b,c) € R*}
Les deux vecteurs de la famille % ne sont visiblement pas proportionnels donc la famille = Vect(X? —2X +1,X —1,1)
2 est libre. On voit que E est un sous-espace engendré donc E est un espace vectoriel.
La famille Z est libre et génératrice donc c’est une base de C et dim(C) = 2. De plus la famille Z = (X? — 2X + 1, X — 1,1) est une famille génératrice de E.
4. On a : La famille & est-elle libre ?
z Y z C’est une famille de polynomes non nuls de degrés deux a deux distincts donc la famille
D= y v+ytz y /(:zr,y,z)eR3} A est libre.
< Y z La famille & est donc une famille libre et génératrice de E, c’est donc une base de E
z 0 0 0 y O 0 0 =z et dim(E) = 3.
=<¢(0 2 0)+y v y|+|0 2 0f/(x,y,2) €R? n
0 0 :v) 0 vy O z 0 0) 6. Un polyndéme quelconque de degré inférieur ou égal a n peut s’écrire P = Z%X k.
100 010 00 1 . h=0
= :1:(0 1 0)+y|1l 1 1)+z<0 1 0| /(x,y,2) €R? P(l)zOéquivautaaoz—Zak.
0 0 1 0 1 0 1 00 =
1 00 0 1 0 0 0 1
=Vect[ |0 1 0),[1 1 1) 1o 1 0 ) Donc F' = {Zak F—1)/an ER} = Vect((X* = 1)1<k<n)
0 0 1 0 1 0 1 00 ) )
On voit que D est un sous-espace engendré donc D est un espace vectoriel. On voit que F' est un sous-espace engendré donc F' est un espace vectoriel.
1 O O 01 0 00 1 De plus, la famille Z = ((X* — 1)1<p<y) est une famille génératrice de F.
De plus, la famille 2 = (1 1 1],/0 1 0 est une famille Comme c’est une famille de polynémes non nuls de degrés deux a deux distincts, elle
01 0 1 0 0 est libre.
génératrice de D. Ainsi # est une base de F' et dim(F) = n.
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7. On voit que G est un sous-espace engendré donc G est un espace vectoriel.

De plus, la famille (f1, f2, f3, f4) est génératrice de G.

Mais cette famille est liée car : f1 + fo = 2f3 et f1 — fo = 2f4.

On a donc G = Vect(f1, f2), et donc la famille (f1, f2) est génératrice de G.
Montrons alors que la famille (f1, f2) est libre.

1
Supposons que l'on ait af; + Bfo = 0. En évaluant en z =0 et z = 50 on obtient que

nécessairement :
a+B=0

1
a\/§+5%

-0 =a=0=0.

La famille (f1, f2) est bien libre.
La famille (f1, f2) est donc une base de G et dim(G) = 2.

CORRECTION DE L’EXERCICE 11 :

1. Comme a est une fonction continue elle admet des primitives sur I. Notons A une

primitive de a sur I. On sait alors que I’ensemble des solutions de I'équation y' +a(x)y =
0 est :
S ={x— Ke 2@ /K € R} = Vect(z — e~ 4@).

Notons f : x — e~ 4@,

& est le sous-espace engendré par la famille (f). Donc . est un espace vectoriel de
dimension finie.

La famille (f) est génératrice de . et est libre car formée d’un seul vecteur non nul,
donc (f) est une base de . et ainsi dim(.) = 1.

2. On pose A = a? — 4b et .¥ Pensemble des solutions de 1’équation y” + ay’ + by = 0.

— Si A > 0, onnote r; et 7 les deux racines réelles distinctes du polynome 2 +ar+b.
On sait alors que . = {z + Ae™* + Be™*/(A, B) € R?}.
Donc . = Vect(z — "%, x — e™%).
Notons fi : z+— €% et fo : x> ™",
7 est le sous-espace engendré par la famille (f1, f2). Donc . est un espace
vectoriel de dimension finie.
La famille (f1, f2) est génératrice de .7 et est libre car

Vr € R,Afl (I) + BfQ(I) =0

A+B=0
Ae™ + Be™ =0

=A=B=0car r; # ro.
Donc (f1, f2) est une base de . et ainsi dim(.¥) = 2.

— Si A =0, on note o l'unique racine du polynéme r2 + ar + b.
On sait alors que . = {x + (A + Br)e™”/(A, B) € R?}.
Donc . = Vect(z — €%, x +— xe"7).
Notons f1 : z+ €% et fo : x — xe™".
7 est le sous-espace engendré par la famille (f, f2). Donc % est un espace
vectoriel de dimension finie.

La famille (f1, f2) est génératrice de . et est libre car

Ve € RAfi(x) + Bfa(x) =0
N A=0
Ae™ + Be™ =0
=A=B=0

Donc (f1, f2) est une base de . et ainsi dim(.%) = 2.

— Si A <0, onnote 1y =a+18 et ro = a — i les deux racines complexes (8 # 0)
du polynéme % + ar + b.
On sait alors que . = {x +— e®*(Acos(Bx) + Bsin(Bz))/(A, B) € R?}.
Donc . = Vect(z — e** cos(fBz), z — e sin(fz)).
Notons f1 : & — e** cos(Bz) et fo : & — e** sin(fSz).
7 est le sous-espace engendré par la famille (fi, f2). Donc % est un espace
vectoriel de dimension finie.

La famille (f1, f2) est génératrice de . et est libre car

Vo € R, Afi(xz) + Bfa(z) =0

A=0
T BeFXE =0

=A=B=0

Donc (f1, f2) est une base de . et ainsi dim(.¥) = 2.
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CORRECTION DE L’EXERCICE 12 :

1. Déterminons le rang de Matg,_ (%) :

rg(Matg, (%)) =g

rg

rg

rg

| —

w%[\)
—_ W e

— —

o

OO O~ OO0, OO O
| o
iR

o O ot

|
va —_ O = W

LQ — L2 — 2L1
L3+ L3 —414
Ly Ly+214

L3+ L3 — Lo
Ly« 5L4+ 3L

L4 < 7L4 + 2OL3

La matrice Matg, () est inversible donc Z est une base de R3[X].

2. a) On note C = Matg(Q) la matrice colonne des coordonnées de @ dans la base %,
D = Matg_(Q) la matrice colonne des coordonnées de @) dans la base canonique
et P la matrice de passage de #. a A.

On a aisément D =

la valeur de C.

On sait que D = PC, donc C' = P~!D. 1l nous faut donc déterminer P! :

—2

0

-1
1

—_
= O = W

. On cherche

595 0 0 0
0 595 0 0
0 0 -119 0
0 0 0 17

1 0 0 O
01 00
0 01 0
0 0 0 1

-5

_ 1 8

1_ -
Donc P7" = =1 10
—-12

On en déduit alors C = P7'D =

Lo+ Ly — 214
L3+ L3 —414
L4 — L4 +2L1

Ly« Ly+514

L3+ L3 — Loy

L4 — 5L4 + 3L2
L1 — 7L1 + 1OL3
Lo+ 7Ly — 513

Ly« TLy+20L5

L1 — 17L1 + 16L4
Lo+ 17TLo —29L4
L3+ 17L3+ 314

14 16
—19
—11
20 35

1 0 0 0

01 00

0 010

0 0 0 1

1 0 0 O

-2 1 0 0

-4 0 1 0

2 0 01

3 1 00

-2 1 00

-2 -1 1 0

4 3 0 5
1 -3 10 0

-4 12 =5 0
-2 -1 1 0

-12 1 20 35

—-175 =35 490
280 175 —665

-70 14 77
—12 1 20
5) 1 14
73T 'y
¥ A
RCT
17 17 17

590
—1015
105

35
16

b) Revenons & la définition de la notion de coordonnées. On cherche les réels
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(a,b,c,d) € R* tels que : CORRECTION DE L’EXERCICE 13 :

1. On remarque tout d’abord que card(#) = 4 = dim(#>(R)) (1). Montrons maintenant

@ = alty + bRz + chy + dRy que la famille Z est libre.

SX? 42X 42X +5=(-2a—b+c+d)X?+ (da+b—d)X?
+(2a+3b+c+2d)X +a—b+3c

On cherche tous les réels a, b, ¢ et d tels que :

b—c=0
—2a—b+c+d=1 20 +c=3 Zi2c—l—cd20
da+b—d=2 d=4a+b-2 aA; +bAs +cAs+dAy =0 & _
o= o= —a—2c+d=0
2a+3b+c+2d=2 10a+5b+c=6 atbtc=0
a—b+3c=5 a—b+3c=5
3_9 3_o a+b—c=0
CcC = — 2a C = — ZQ
a+2c+d=0
- d=4a+b-2 o d=4a+b-2 9\ 2d—0 Ly < Lo + Ly
8a+5b=3 —17a = —17 9% =0 Ly« Ly— I,
—ba—b=—-4 b= —-ba+14
1 b=20
c
a=20
= d=1 < d=20
a=1 c=0
b=-1
La famille 2 est donc libre. (2)
11 En conclusion, grace a (1) et (2), A est une base de #5(R).
Donc C = E 2. Revenons a la définition de notion de coordonnées. On cherche les réels a, b, c et d tels
1 que :
¢) On peut remarquer qu’un calcul d’inverse de matrice peut-étre trés trés lourd. La a+b—c=-1
méthode avec calcul de I'inverse de la matrice de passage est a réserver uniquement _ a+2c+d=-1
aux moments ou la matrice est FACILE a inverser ! M =ady +bAz + cAz + dds & —a—2c+d=3
a+b+c=-1
a+b—c=-1
sl +2c+d=-1
2d =2 L3y Lo+ L3
2c=0 Ly Ly — 14
b=1
o a= -2
d=1
c=0
-2
Donc Matg (M) = (1)
1
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CORRECTION DE L’EXERCICE 14 : On retrouve bien que PQ = I...
1. Montrons que la famille %’ est libre.
On cherche tous les réels (ag)i<r<n € K" tels que : CORRECTION DE L'EXERCICE 15 :
On a alors :
, , , 1. On cherche tous les réels ag, a1, ..., an tels que :
aje] +azey + ... +ape, =0
=aj(ea+...+ey)tasler+es+...+en)+...+anler+...+e,-1)=0 agFo(X) + a1 Fi(X) + asFa (X)) + ...+ a, Fr(X) = 0.
=(as+...+an)er + (a1 +as+...+ap)ea+...+ (@1 +...+ap-1)e, =0 ) .
B On applique cette égalité pour X = 0. On remarque que Fy(0) = (—1)"n!, F1(0) =0,
a2 i - :_f “"; 0 . F2(0) =0, ..., F,(0) = 0, donc on obtient ag = 0.
- .al @37 T = car la famille 2 est libre On procéde de méme pour X = 1 et on obtient a; = 0, puis ainsi de suite pour
: X=2,...,n.
a+...+a,-1=0 On vient donc de montrer que :
as+...+a, =0 (n—1)a; =0 a1 =0
a; —as =0 Lo+ Ly— Ly as = ay as = aOFO(X)+a1F1(X)+a2F2(X)+...+anFn(X):O:>a0:a1:...:an:O.
—a3=0 L3« L3— L = =0
= .al s s s b= ?3 “ =q ® L’implication réciproque est évidemment vraie.
: Donc la famille (Fp,..., Fy,) est libre.
a1 —an =0 Ln ¢ Ln—1In Un =1 an =0 De plus, la famille (Fp, ..., Fy,) contient n + 1 vecteurs et dim(R,[X]) =n + 1.
La famille %’ est donc libre. Par conséquent, (Fp, ..., Fy,) est une base de R, [X].
Ainsi la famille %’ est une famille libre de n vecteurs et dim(E) = n, donc %’ est une | 2. Notons R; = (X — a)'(X — b)"~". On cherche tous les réels ag, a1, ..., a, tels que :
base de E.
2. Par définition des vecteurs e, la matrice de passage de Z a %' est : aoRo(X) + a1 R1(X) 4+ a2 Ro(X) + ... + an Ry (X) = 0.
o 1 ... 1 On applique cette égalité pour X = a. On remarque que Ro(a) = (a —b)", R1(a) =0,
1 e e Rs(a) =0, ..., R,(a) =0, donc on obtient ag = 0.
P= : Ainsi :
: . .1 CLQRQ(X)+G1R1(X)+a2R2(X)+...+aan(X)ZO
1 . 1 O :>{ ag = O
Il nous faut maintenant exprimer les vecteurs e; en fonction des €’ a1 R1(X) + a2 Ro(X) + ... + anRn(X) = 0
Pour cela on commence par remarquer que Ze; =(n-— 1)261' Or
j=1 1=1 alRl(X)+CL2R2(X)++aan(X) =0
n 1 n o - .
Et Commeej:Zei—e;. onadoncej:—l e’i_e;. :>(X—a)(a1(X—b) 1+a2(X—a)(X—b) 2+...+an(X—a,) 1):0
i=1 T E =01 (X —b0)" T ay(X —a)(X —0)" 2 +.. . +a, (X —a)" =0
Donc la matrice de passage de %’ & 2 est
= avec X=a, a; = 0.
2—n 1 ... 1
1 1 On recommence le processus pour obtenir ag =0, ..., a, = 0.
Q= n_1 ) . . ' - On vient donc de montrer que :
S T |
1 1 2—n CLoRo(X)+a1R1(X)—|—CL2R2(X)—|—...+aan(X):O:>CLO:CL1:...:an:O.
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L’implication réciproque est évidemment vraie. CORRECTION DE L’EXERCICE 19 :

Donc la famille (Ro, ..., Ry) est libre. 1. La famille (f1) est libre car formée d’un seul vecteur non nul. Donc Z2(1) est bien
De plus, la famille (Ry, ..., R,) contient n 4+ 1 vecteurs et dim(R,[X]) =n + 1). vérifice.
Par conséquent, (Ry, ..., R,) est une base de R, [X]. 2. a)
n+1 n+1
CORRECTION DE L’EXERCICE 16 : VeeR, Y aet=0=veeR, Y gl — g
— Il suffit d’écrire C = {a x 1/a € C} = Vecte(1). k=1 k=1
C est un sous-espace engendré donc c’est un C-espace vectoriel. =>VreR, ae "™+ age” (DT 4
De plus la famille (1) est libre et génératrice de C donc c’est une base de C et ainsi +ane 4 app1 =0
dim(C) = 1 en tant que C-espace vectoriel. = ap4+1 = 0 en passant a la limite lorsque x — +oo.
— Dans ce cas, on écrit : C = {a + bi/(a,b) € R*} = Vectr(1,1).
C est un sous-espace engendré donc c’est un R-espace vectoriel. b) On a donc montré que
De plus la famille (1,1) est libre et génératrice de C donc c’est une base de C et ainsi — N
dim(C) = 2 en tant que R-espace vectoriel. <V:1: €R, Zakelm _ O) N <Gn+1 — (et VreR, Zakekz _ O) '
k=1 k=1
CORRECTION DE L’EXERCICE 17 : "
On suppose que F'U G est un sous-espace vectoriel de F. Or, d’aprés 2 (n), on a Va € R Zakekx —0=a = =a, =0
’ 9 ) - - — Up — Y.
On souhaite montrer qu’alors FF C G ou G C F. Raisonnons par ’absurde. C’est-a-dire Py
que I'on Suppose que FgGetGZF. ' ' ) On a donc montré que a3 = --- = a, = ap41 = 0.
e [’ ¢ @ signifie que 'on peut trouver un élément x qui appartient & F' mais pas a G. Ainsi, la famille (f1, fa, ..., fas1) est libre, clest-a-dire P(n + 1) est vraie.

e G ¢ F signifie que I'on peut trouver un élément y qui appartient & G mais pas a F.

e Comme x € F alors x € FUG et de méme y € FUG. Donc comme F UG est un
sous-espace vectoriel de Fonaxz+y € FUG.

Cela signifie donc que soit x +y € F soit x +y € G.

Imaginons que z 4+ y € F. Comme —z € F on a alors (x +y) + (—z) € F donc y € F ce
qui est absurde.

On raisonne de méme pour = +y € G.

e Donc FC GouGCF.

Grace au principe de récurrence on a montré que pour tout entier » non nul, la
famille

(x — €k1)1<k<n est libre.

En conclusion, la famille (z — ¢*®),cn- est libre.

CORRECTION DE L’EXERCICE 18 :

1. 11 faut vérifier tous les points de la définition 1 du cours.

2. 11 faut remarquer que 1(z,y) = (z,0) # (z,y). Donc ce n’est pas un espace vectoriel.
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