FExercices : Intégrales, rappels et
généralisations

Intégrales sur un segment

EXERCICE 1 : FAIRE SES GAMMES
A P'aide du tableau des primitives usuelles (pas d’IPP, pas de changement de variable,...)
calculer les intégrales suivantes :
1
‘ 3. / 622 — 2 — 1| da.
-1

2 2
T+ 3 e 1
L. / ——— dux. 2. — dt.
0 2 +4 ‘ /e t(In(t))3

EXERCICE 2 : P
On cherche & calculer I = / sin(2x)e” da.
0

1. A l'aide de deux intégrations par parties successives, montrer que :
IT=e™* 4241
2. En déduire la valeur de I.

EXERCICE 3 :
A Paide des changements de variable indiqués, calculer les intégrales données.

1 2

(x+ Va2 +1)

1. ~———— dz, en posant t =z + 22 + 1.
/o Vo2 +1 P

! 1 T T
2. In dz, en posant u = .
1722(1 + ) z+1 z+1

EXERCICE 4 :
1. Déterminer 4 réels a, b, c et d tels que a < b < c< d et

Xt —3X24+2=(X —a)(X - b)(X —¢e)(X —a).
2. Montrer que pour tout x €] — 1;1] :

1 V2/4 N

x4—3x2—|—2:_:17—a

1/2

r—b x-—c¢

dt

N w/4
3. A Taide du changement de variable x = sin(t), calculer / 3 .
o cos3(t) + cos(t)

EXERCICE 5 :

. " 1
WD R @ ) )

On cherche a calculer

I, [k
1. Mettre la somme sous la forme — E f (—), en choisissant bien la fonction f.
n n
k=1

2. Appliquer alors le théoréme de la moyenne avec la fonction f déterminée ci-dessus
pour calculer la limite demandée.

EXERCICE 6 :

1. A Taide du théoréme de la moyenne (ou théoréme des sommes de Riemann), écrire

w/3 1
Pintégrale / —_—
0

dz comme une limite d’une suite.
cos(z)

2. En déduire un script Python qui calcule et affiche une valeur approchée de

71'/3 1
=
o cos(x)

Intégrales généralisées

EXERCICE 7 : FAIRE SES GAMMES
Déterminer si les intégrales suivantes sont convergentes, et en cas de convergence donner
leur valeur :

1. 7. / sin(x) dzx
v1-—=3t 0 (@)
o0 3t3 too
2. IEETE dt 8 / b
0 ( —1i_ ) " Jee T2H4T+5
3. “VI=ST g Indication : forme canonique

0
4. e ! dt 9. / e Tt dt
+oo
1 1
5. — dt 1
4t 10. / — dt
+o0 5 0 v t(l - t)
6. 2™ dx

Indication : t = sin®(u).
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EXERCICE 8 :
21

1. On souhaite déterminer la nature de / yop— dt.
L _

a) Ou se trouve(nt) le(s) probléme(s) de convergence ?
1 1

~  —

2 —tts1¢t—1

b) Justifier que

2
1

c¢) Par la « méthode par calcul » déterminer la nature de / 1 dt.
L t—

1
2 —t
de la question 1.,

dt.

2
d) Conclure quant a la nature de /
1

2. En g’inspirant de la méthode déterminer la nature de

/+°°2+lnx
dz.
EXERCICE 9 :

On considére la fonction f définie sur ]0;1] par f(z) =

In(x)
2+ 1

1
1. Déterminer la nature de / In(z) de.
0
1
2. En déduire alors la nature de / f(z) da.
0

EXERCICE 10 :
A Taide du critére des équivalents, déterminer la nature des intégrales suivantes :

1 +o0o
- 1
5 gy | 2./;& | 3./ 1n<1+—2> dz
0 V3 +3t2 4+t 1 x

—+o0
1. _
/0 xt +4r+4

EXERCICE 11 :

T In(z
Dans cet exercice on souhaite déterminer la nature de / %
1 x° +

dx.

1. Ou se trouve(nt) le(s) probléme(s) de convergence ?
xIn(z)

lim .
2 41

Tr——+00

2. Déterminer

+oo
3. Quelle est la nature de I'intégrale / — dux.
1 X

Inx

——— d=.
2 +1

+oo
4. Déduire des questions précédentes la nature de /
1

EXERCICE 12 :

—+oo
1. a) Montrer que U'intégrale / o) dt est convergente.
1

+oo 1
b) En déduire que, pour tout réel a, 'intégrale / T dt est conver-
1

)1 +1t2)
gente.

1
2. Démontrer que pour tout réel a, I'intégrale ——————— dt est convergente.
qanep & /0 (1 +2)(1+ o) &

On distinguera les cas a > 0 et a < 0.

3. Pour quelles valeurs de a € R, lintégrale I(a) = dt est-elle

o0 1
/0 (T+¢2)(1 +t9)

convergente 7

1
4. a) Grace au changement de variable t = —, montrer que
x

xll

+oo
0= [ G

. (Indication : calculer I(a) + I(a))

dx.

b) En déduire que I(a) =

N

EXERCICE 13 :

Soit f une fonction définie sur R™ et & valeurs dans R.

On suppose que f est continue sur R*, décroissante sur RT et telle que l’intégrale
—+oo

/ f(t) dt est convergente.
0

2z T
1. Montrer que pour tout z > 0 : f@dt<af(x) <2/ f(¢)dt.
T z/2
2z 2x 0 2z

2. Montrer que 1ir_{_1 f(t) dt = 0. Indication : f@) dt = / ft) dt+ f(¢) dt.

T Jy T T 0
3. En déduire que lim zf(z) =0.

r—+00
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Pour aller plus loin

EXERCICE 14 :
Soit o € R.

1
1
1. Montrer que l'intégrale / " dt est convergente si, et seulement si, a < 1.
0

“+o0
2. Montrer que l'intégrale / = dt est convergente si, et seulement si, a > 1.

EXERCICE 15 : N
o0
Pour z € R** on considére Pintégrale I'(z) = / e 1 dt.
0

1. a) Calculer lim t"Tle™"
t—+oo

+oo
b) Déterminer la nature de / e dt.
1
¢) En déduire la nature de U'intégrale T'(z).
(On distinguera le cas x > 1 et le cas 0 <z < 1.)

2. Montrer que pour tout z > 0, I'(x + 1) = zI'(z).
3. En déduire la valeur de I'(n + 1) pour tout n € N.

EXERCICE 16 :
Supposons que [ est un intervalle borné et que f est une fonction continue et bornée sur

I
Montrer / f(t) dt est absolument convergente.
I

EXERCICE 17 :
Soit f une fonction continue sur [0; +oo[ et & valeurs dans R.

+oo
Montrer que si f admet une limite finie non nulle en +oo, alors I'intégrale / flz) dz
0

est divergente.
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