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Dans tout ce chapitre les fonctions considérées sont définies sur une partie de R et a valeurs dans R.

I Rappels de sup sur les intégrales

1 Rappels sur les primitives

Définition 1
On appelle primitive de f sur I toute fonction I’ dérivable sur I telle que, pour tout x € I,

F'(z) = f(x).

Remarque :
De cette définition on peut directement déduire que si f admet une primitive alors F' est continue. Il
n’est par contre pas indispensable que f soit continue.

Théoréme 1
Soit f une fonction continue sur I. Alors f admet au moins une primitive sur I.

Remarque :
Le tableau des primitives usuelles est a connaitre par coeur.

Propriété 1
Soit F' une primitive de f sur I. Alors 'ensemble des primitives de f sur I est I’ensemble des fonctions
de la forme F' + k ou k € R.

Propriété 2
Soient xy € I et yo € R. Alors il existe une unique primitive ' de f sur [ telle que F'(xg) = yo.

2 Définition de ['intégrale d’une fonction continue sur un segment

Définition 2
Soient f une fonction continue sur I, a et b deux éléments de I et F' une primitive de f sur I.

b
On appelle intégrale de a a b de f et on note / f(z) dz le réel :

b
/ f(x) de = F(b) — F(a).

Remarques :
— La valeur de F'(b) — F'(a) ne dépend pas de la primitive choisie.
— Les bornes d’une intégrales ne sont pas toujours écrites dans ’ordre croissant!!!!

b
— Lors des calculs d’intégrale on note / flx) dz = [F(2))° = F(b) — F(a).

a

Propriété 3 : Interprétation géométrique

a et b désignent deux réels tels que a < b. Soit f : [a;b] — R une fonction continue sur le segment
b

[a; b]. Alors le réel f(x) dx est égal a I'aire algébrique, exprimée en unités d’aire, du domaine compris

a
entre la courbe représentative de f, I'axe des abscisses et les droites d’équation x = a et x = b.
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Pour toute la suite de cette partie, a et b sont deux réels appartenant a I.
Attention, sauf mention contraire, on ne suppose PAS a < b.

3 Propriétés de ["intégrale

Théoréme 2 : Linéarité de l’intégrale
Soient f et g deux fonctions continues sur I et soient A\ et pu deux réels. Alors

b b b
[ s+ ng) ae=x [ fo e [ g d

Théoréme 3 : Positivité de ’intégrale

f est continue sur [ b
Siq a<b : alors / f(t) dt > 0.

f est positive sur [a; b]

Théoréme 4 : Croissance de ’intégrale

f et g sont continues sur [

Si< a<b : alors /b f(t) dt < /bg(t) dt.
vt € [a;b], f(t) <g(t) ‘ ‘

Théoréme 5 : Stricte positivité de ’'intégrale

f est continue sur [/

) a<b b
Si Ve [ab, f(t) >0 , alors /a f(t) dt > 0.
f n’est pas identiquement nulle
Corollaire 1
f est continue sur [
a < b
Sid Vtelab], f(t)=0, alors Yt € [a;b], f(t) = 0.

/ft ) dt =0

Propriété 4 : Inégalité triangulaire

Sia < betsif est une fonction continue sur 7, alors :

b
f dt] < [ o)
Théoréme 6 : Relation de Chasles

Soit f une fonction continue sur I et a, b et ¢ trois réels de cet intervalle. Alors :
b c b
/ £(t) dt = / £(t) dt +/ £(t) dt
Définition 3

On suppose que f est continue sur /.

On appelle valeur moyenne de f entre a et b le réel

ia/abf(t)dt
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Propriété 5
On suppose que a < b et que f est continue sur . On note m = [mbf} fet M =sup f. Alors :
@ [a;0]

1
b—a

m <

/bf(t) dt < M.

Théoréme 7 : Théoréme fondamental de ’analyse
Soit f : I — R une fonction continue sur un intervalle I, et soit a € I.

Alors la fonction F' : I — R définie par F(z) = / f(t) dt est 'unique primitive de f sur I s’annulant

en a.

Corollaire 2

xT

. [ f est continue sur / F @z [ f(t)dtest de classe € sur [
Si cl alors " .
@ Veel, F'(z)=f(z)

Corollaire 3
Soit f : I — R une fonction de classe €7 (p € N) sur un intervalle I et F' une primitive de f sur I.
Alors F est de classe €71

Conseils méthodologiques :

v(z)
Pour étudier une fonction de la forme G : = — f(t) dt, on commence par donner un nom a une
u(x)
primitive de f (par exemple F') puis on exprime G en fonction de F :

Le théoréme fondamental de ’analyse permet de donner la régularité de F' lorsqu’on connait celle de
f (si f est de classe €7 alors F est de classe €7'') et en justifiant aussi la régularité des fonctions u et v
on obtient la classe de la fonction G.

De plus, la formule de dérivée d'une composée de fonctions permet de calculer la dérivée de la fonction

G.

4 Intégration par partie et changement de variable

Théoréme 8 : Intégration par partie
Soient u et v deux fonctions de classe € sur [a; b].

Théoréme 9 : Changement de variable
Soit f une fonction continue sur J et ¢ : I — J une fonction de classe €' sur I. Soient a, b € I. Alors
on a :

b ©(b)
/ () () dt = / f(a) de.
a ¢(a)

On dit que 'on pose x = ¢(t).
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b
Conseils méthodologiques : On cherche & calculer / f(z) da.

— On pose & = p(t) out = ¢(x)

— On peut alors écrire dx = ¢'(t) dt ou dt = ¢'(z) dz

— On regarde entre quelles valeurs varie ¢.

— On remplace dans l'intégrale pour n’avoir plus que la variable ¢ qui apparait.
Attention : penser & modifier les bornes : dans notre intégrale c’est x qui varie de a a b, un fois le
changement de variable effectué les bornes doivent représenter les nombres entre lesquels ¢ varie.

5  Sommes de Riemann, théoreme de la moyenne

Théoréme 10 : Théoréme de la moyenne - méthode des rectangles
Soit f une fonction continue sur [a; b]. Alors on a :

b L b—a k(b—a)\ . b—ax= k(b — a)
/af(t)dt—ngrfoo - ;f(HT)_ngTM - kzzof<a+T).

Les deux sommes ci-dessus s’appellent des sommes de Riemann.

Remarque :

Dans la trés grande majorité des exercices on utilise ce théoréme sur Uintervalle [0; 1], ce qui donne,
lorsque f est continue sur [0;1] :

1 ‘ 1 n ]€ ' 1n71 /{;
| ey S 2 (5) = 52t (g) -

II Extension de la notion d’intégrale

Le but de la suite de ce chapitre est de tenter de donner un sens a l'intégrale de a & b d’une fonction
continue sur |a; b] ou [a;b[ ou encore sur |a; b], a et b pouvant étre des réels ou égaux a +o0o ou —oo.

On rappelle que R = R U {+o00; —o0}.

Définition 4 B
Soient a et b deux éléments de R.

b
On appelle intégrale généralisée ou intégrale impropre une intégrale du type / f(t) dt, avec f

une fonction continue sur |a; b] ou [a; b[ ou encore |a; b].

b
Lorsque f est continue sur [a;b], il n’y a aucun probléme, / f(t) dt existe.
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1 Sur un intervalle du type [a;b] (a € R et b€ RU{+00}) ou]a;b] (a € RU{—occ} etbeR)

Définition 5

Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a;b] avec a € R et b € RU {+00}.
b

On dit que I’intégrale f(t) dt est convergente si, et seulement si, la fonction = — f

admet une limite finie lorsque x tend vers b ( avec x € [a;b[). On pose alors :

/abf(t) dt = lim /;f(t) dt

Dans le cas contraire on dit que l'intégrale est divergente.

On définit de la méme fagon lorsque f est continue sur |a; b, et que z — / f(t) dt admet une limite

b b
finie lorsque z tend vers a, / f(t) dt = lim / f(t) dt

+
T—a T

Vocabulaire :

Lorsqu’on détermine si une intégrale est convergente ou divergente, on dit que I’on détermine la nature
de l’intégrale.

Remarque :

Contrairement au chapitre sur les séries la méme notation est utilisée pour désigner 'intégrale impropre
et sa valeur.

Ezxzemple 1 :

Quelle est la nature de dt?

Ly
V1—1t2

(i) La fonction f : ¢+ est continue sur [0; 1], donc le probléme se pose en 1.

t
V1—1t?
(ii) Soit z € [0;1]. On a

/Ox\/lt__ﬁdt [ \/1—t2] —V1-22+1.

(iii) De plus lim —v1—22+1=1.

rz—1—

t

d
V1—¢?

1 1
(iv) Donc 'intégrale / dt est convergente et /
0 0

t
V1—1t2
Exemple 2 :

1
1

Quelle est la nature de 'intégrale / —dx?
0

1
(i) La fonction f : x — — est continue sur ]0; 1], donc le probléme se pose en 0.
x
(ii) Soit w €]0;1]. On a
1
1
/ L de = (2]t = 0 — In(u) = — Inu).
w T

(iii) De plus lim —Inu = +oo.
u—07t

1
1
(iv) Donc 'intégrale / — dx est divergente.
0 T
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Exemple 3 :

+00 1
Quelle est la nature de I'intégrale / —da?
.z

1
(i) La fonction f : x — — est continue sur [1;+oo[. Le seul probléme se trouve donc en +oco.

x
(ii) Soit A € [1;+00[. On a

A
1
/ p dz = [In(]z])]# = In(A) — 0 = In(A).
1

(iii) De plus lim In(A) = +o0.
A—4o00
400
(iv) Donc 'intégrale / — dx est divergente.
. @

Ezxzemple 4 :

+00 1
Quelle est la nature de I'intégrale / %e_ﬁ dt?
1

1
(i) La fonction f : ¢+ %e_ﬁ est continue sur [1; 400], donc le probléme se pose en +oo.

(ii) Soit x € [1;400[. On a

x 1 T
oVt gy [_ —\/Z]  ou—VT 1
e Vidt=|—2e = —2e +2e .
/1 Vit 1
(iii) De plus lim —2e™V® 427! = 2¢7 1.

T—r—+00
+o00 1 +00 1
e VT dt est convergente et — e Vidt =2¢".

LV G

(iv) Donc 'intégrale

Théoréme 11 : Le « faux probléme »

On suppose que a et b sont deux REELS. Soit f une fonction continue sur [a; b telle que f admet une
limite finie en b (c’est-a-dire f est prolongeable par continuité en b).

b b
Alors 'intégrale / f(t) dt est convergente. On dit alors que l'intégrale / f(t) dt est faussement

impropre.

On peut étendre ce théoréme au cas des fonctions continues sur |a; b] avec a et b réels et f prolongeable
pas continuité en a.

ATTENTION :

Ce théoréme ne fonctionne que dans le cas ot b est un REEL!!!! Si b = 400 cela ne FONCTIONNE
PAS.

Ezxemple 5 :

1
In(1
Déterminer la nature de l'intégrale / M dzx.

0 T
In(1

La fonction f : x +— M

z

In(1+ x) : -

———~ =1 donc on peut prolonger la fonction f par continuité en posant f(0) = 1.

1
In(1
Ainsi, il y a un faux probléme en 0, I'intégrale / M

0 x

1
In(1

I'intégrale / M dx est convergente.

0 x

est continue sur ]0; 1]. Le probléme semble donc se poser en 0. Mais on

remarque que lim
x—0 x

dx est faussement impropre en 0, et donc
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2 Sur un intervalle du type |a; b avec a,b € R

Définition 6

b
Soient a,b € R et f une fonction continue sur ]a;b[. On dit que I’intégrale / f(t) dt est conver-
a

c b
gente si, et seulement §'il existe ¢ €]a; b| tel que les intégrales / f(t) dt et / f(t) dt sont convergentes,

et, en cas de convergence, on pose :
b c b
/ £(t) dt :/ £(t) dt +/ £(t) dt

Soient a,b € R et f une fonction continue sur ]a; b[. Les deux propositions suivantes sont équivalentes :

Propriété 6

c b
(i) Il existe ¢ €]a; b] tel que les intégrales / f(t) dt et / f(t) dt sont convergentes.

c b
(ii) Pour tout ¢ €]a;b], les intégrales / f(t) dt et / f(t) dt sont convergentes.

Conseils méthodologiques :

b
Cette définition et cette propriété signifient que pour étudier la nature de I'intégrale / f(t) dt lorsque

c ¢ b
f est continue sur |a; b[ il faut et il suffit d’étudier la nature des intégrale / f(t) dt et / f(t) dt et le

choix de la valeur de ¢ n’a pas d’importance tant qu’il est dans 'intervalle |a; b[.

Exemple 6 :
Zeipe @ - .
Déterminons la nature de —e Vit
o Vi
— La fonction f : ¢ +— %e_‘/{ est continue sur |0; +o00[, donc nous avons deux problémes : en +o0o et
en 0.
1 1 +o0 1
Nous devons donc étudier la nature de / —e Vi dt et de —e vV dL. (la valeur 1 que nous
0o Vi Y

introduisons est un choix lié a I’étude faite dans I'exemple précédent !)
+o0o

— Nous avons vu dans 'exemple précédent que 'intégrale eV dt est convergente.

WVt
) "1
— Etudions maintenant la nature de / %e‘/z dt qui est impropre en 0.
0
(i) Soit z €]0;1]. On a

1
1 1
Vi _[_ —\/i] — 91 —Vz
e Vidt=|—2e = —2e  +2 V"
/:1: Vi @
(ii) De plus lin% —2et 4 2e7VE = —2e7! 42,
T—

1
1
(iii) Donc l'intégrale / —c V" dt est convergente et
0

t
1 s X
—e Vidt=—-21t+2.
| v

+o00 1 +o00 1
— En conclusion / —e VT dt est convergente et e Vidt=—2 14242 =2,
0

Vi o Vi
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Exemple 7 :
+00 1
Déterminons la nature de l'intégrale / — dz.
0

1
— La fonction f : z — — est continue sur ]0; +oo[, donc nous avons deux problémes : en 400 et en 0.
xd

400
Nous devons donc étudier la nature de / — dz et de / — dz. (la valeur 1 que nous introduisons
Tz

est un choix totalement arb1tra1re )

— Etudions la nature de / — dz qui est impropre en 0.

/_d__ll_ 1,1
P, T 1A

4:+oo.

(i) Soit A €]0;1]. On a

1

1
(ii) De plus 111%——+4A

(iii) Donc l'intégrale / — dx est divergente.

+o0o
— Il est inutile d’étudier la nature de / — dx, on peut conclure tout de suite.
.

+00
— En conclusion / — dz est divergente.
0o T

3 Une propriété utile pour le prochain chapitre de probabilités...

Propriétée 7
Soient a,b € R, (ay,...,q,) €la;b[” avec a; < ay < ... < ay, et f une fonction continue sur
I\{aq,...,a,} avec I = [a;b], ]a;b], [a;b] ou ]a,b[ (on dit que f est continue sur I sauf en un
nombre fini de points).

b

ai a2 b
L’intégrale / f(t) dt est convergente si, et seulement si, / f(t) de, / f(t) de, ..., / f(t) dt sont
a a aq Qn

convergentes.

Ezxemple 8 :
0 six < 1
On considére la fonction f définie sur R par f(x) = 1 ' % )
11 422 S1x > B}
Montrons que l'intégrale o f(x) dz est convergente et calculons sa valeur.

Sous réserve de convergence :

400 1/2 +o00 1/2 +o0 1
dr = d dz = d d
fayar= [ g ans [y as [ o w+/1/2 s

cvgte et =0

+o0 1

Nous avons donc a étudier uniquement la nature de / —— dz
1/2 1 + 4.1'2

1 1
La fonction = — 1712 est continue sur {57 +00 [ L’intégrale est donc impropre en +oo.
x
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SoitAE]%;ﬂ)o{:

A A
1 1 tan(2A
/ —— dr= {— arctan(Q:E)] = arctan(24) _ T

De plus :  lim 7arctan(2A) T T
A—400 2 8 4 8 8
+oo +o0 T
Donc (z) dx est convergente et (z) de = —.
1/2 1/2 8
+0o0 +o0 T T
En conclusion, f(z) dx est convergente et fz) dz =0+ iy

IIT  Propriétés des intégrales généralisées

1 Notation unifiée

Notations :
Dans toute la suite du chapitre on désignera par
— a un réel ou le symbole —o0;
— b un réel ou le symbole +00 (dans le cas o a et b sont réels on suppose a < b);

— [ un ensemble du type |a; b, [a; 0], |a;b[, |a;b] \ {aq,...,an}, [a;0[\{aa,...,an}, Ja;b[\{a1, ...

(avec (g, ..., ap) €]a;b[™);

b b
— /f, /f(t) dt, / f ou encore / f(t) dt 'intégrale de f sur I ou sa valeur.
I I a a

2 Propriétés générales

Propriété 8
Soit f une fonction continue sur /.

Pour tout A € R*, /f(t) dt et /)\f(t) dt sont de méme nature.
I I

Théoréme 12 : Linéarité de l’intégrale
Soient f et g deux fonctions continues sur I.

I I

/()\f(t) + pg(t)) dt est convergente et
I

Joro+ sy at=x [ 10 at+ [ gte) a

1

Si les intégrales / f(t) dt et / g(t) dt sont convergentes alors, pour tout (\,x) € R? l'intégrale

Démonstration :

Pour la démonstration on suppose que f et g sont continues sur [a; b et on considére A et p deux réels.

Soit = € [a; b[. Par linéarité de I'intégrale d’une fonction continue sur un segment on a :

/ () + ug(t)) de = A / “f) dt 4 / Cg(t) dt.

b b
Comme on a suppos¢ que les intégrales / f(t) dt et / g(t) dt sont convergentes, on sait que
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T / f(t) dt et x — / ) dt admettent une limite finie lorsque x tend vers b.

Donc la fonction z — / (Af(t)+ png(t)) dt admet une limite finie lorsque x tend vers b, ce qui signifie

b
que l'intégrale / (Af(t) + pg(t)) dt est convergente. De plus :

/abw(t)wg(t)) hm( / () dt+p / <t>dt)
:Axlgil/ F(t dt+uhm/
_)\/f dt—i—u/ g(t) dt.

Théoréme 13 : Positivité de 'intégrale

f est continue sur [
a < b (dans le cas ol a et b sont réels)

Sic vtel, f(t) >0 , alors /f(t) dt > 0.
I

f(t) dt est convergente
I

Théoréme 14 : Croissance de l’intégrale

f et g sont continues sur [
a < b (dans le cas o a et b sont réels)
Siq Viel, f(t) <g(t) , alors /f(t) dt
I

/ f(t) dt et / g(t) dt sont convergentes
I I

Théoréme 15 : Stricte positivité

[ f est continue sur [
a < b (dans le cas ol a et b sont réels)

YVt € I, f(t) =0 , alors /f(t) dt > 0.

f n’est pas identiquement nulle sur/ 7

/ f(t) dt est convergente
\ I

Si

Théoréme 16 : Relation de Chasles

Si f est continue sur [a; b] alors pour tout ¢ € [a;b] / f(t) dt et / f(t) dt sont de méme nature et,

/f yar= [ 5o dt+/f

en cas de convergence :
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Remarque :

b
La premiére partie de ce théoréme signifie que lorsqu’on étudie la nature de 'intégrale f(t) dt qui

est impropre en b, la valeur que 'on met a la place de a n’a aucune importance (tant qu’on mcét une valeur
qui ne pose pas de probléme!)

On peut évidemment adapter ce théoréme pour une intégrale impropre en a et dans le cas ot f est
continue sur I sauf en un nombre fini de points.

3 Intégration par parties et changement de variable

Théoréme 17 : Théoréme d’intégration par parties généralisé
Soient u et v deux fonctions de classe € sur [a;b] (a € R et b € RU{+00}). Si la fonction u x v admet
b

b
une limite finie en b alors les intégrales / w(t)v'(t) dt et / o' (t)v(t) dt sont de méme nature et en

a
cas de convergence on a :

b b
/ u(t)v'(t) dt = lim (u(z)v(x)) — ula)v(a) —/ o' (t)v(t) dt.

r—b~

Remarque : On adaptera le théoréeme aux intégrales impropres en a.

Conseils méthodologiques :

Pour appliquer le théoréeme d’intégration par parties a une intégrale impropre il faut vérifier que les
deux intégrales qui entrent en jeu sont convergentes et que x +— u(z)v(z) admet une limite finie en b
ou en a suivant ou se trouve le probléme. La rédaction peut étre lourde avec toutes ces vérifications.
Il est parfois plus facile d’identifier ot est le probléme, par exemple intégrale impropre en b, d’appliquer
ensuite la formule d’intégration par partie sur [a; x] avec = € [a; b[, et enfin de passer a la limite lorsque
x tend vers b.

A adapter si Uintégrale est impropre en a.

Exemple 9 :
dt.

+00 In(t
On souhaite déterminer la nature et la valeur de l'intégrale / 11(2 )
1
Méthode 1 : sans théoréme d’IPP généralisé

In(t)
12

(ii) Soit x € [1; +o0[. On pose

(i) La fonction t —

est continue sur [1; +o0o[ donc l'intégrale est impropre en +o0.

Les fonctions u et v sont de classe € sur [1; 2] donc, par intégration par parties :

/ln(t> at = |- +/ Lo @ 1.,
L2 t |, )2 r @

In(z) 1 /*“’ In(?)

— —+1 =1, donc l'intégrale
x 2

(ii) Ona lim —
r——+00 T

dt = 1.

0 In(t)
dt est convergente et 2
1
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Méthode 2 : avec théoréme d’IPP généralisé

In(t)

t2

(i) La fonction t —

est continue sur [1; +o0o[ donc l'intégrale est impropre en +o0.

(ii) On pose, pour tout ¢ € [1; +oo] :

* Les fonctions u et v sont de classe € sur [1; +o0].

s ) | ,
lim ———= = 0, par croissances comparées.
z—+00 t

tooq 71 1
* — dt est convergente car —dt=1——-—1.
. t? , 12 x

Donc, par théoréeme d’intégration par parties généralisé on peut affirmer que :

oo In(t
* / ®) dt est convergente ;
1

12
o In(t) In(1) e
* dt=0 — dt =1.
/1 2 T +/1 2

Théoréme 18 : Théoréme de changement de variable généralisé
Soit f une fonction continue sur ]a; b et soit ¢ une fonction strictement monotone et de classe ¢
sur Jo; B avec a = lim p(u) et b = lim p(u).

u—a u—f

b B
Alors les intégrales / f(t) dt et / flp(u))¢'(u) du sont de méme nature et en cas de convergence on

b B
/fmw:/ﬂwwwwm

ATTENTION : Il ne faut pas oublier de vérifier que le changement de variable est strictement
monotone.

Exemple 10 :

T 1
Calculons / — dx a l'aide du changement de variable u = tan (f)
0

2 + cos(x) 2
1 — tan®(z/2
On donne la formule : Vz € [0; 7, cos(x) = w.
1 4 tan®(z/2)

m
1
— L’intégrale / ———— dx est convergente car la fonction z — est continue sur [0; 7]
o 2+ cos(z)

' ' 2 + cos(x)
donc ce n’est pas une intégrale impropre.

— On souhaite donc poser u = tan (5) Mais ce changement de variable n’est possible que sur [0;7].

Le théoréme de changement de variable généralisé nous permet tout de méme d’effectuer un tel
changement de variable.
x
La fonction z +— tan (5) est strictement croissante et de classe €' sur [0; 7|,
x

1
On a v qui varie de 0 & +o00 et du = 5 (1 + tan? (5)) dzx.

Grace a la formule donnée on a :

T 1 ™1+ tan?(z/2 T
[ [
o 2+ cos(x) o 3+ tan®(x/2) o 3+u
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On remarque que notre intégrale sur un segment a été transformée en une intégrale impropre mais
plus facile a calculer :

too 9 2 A
/ du= lim |——arctan(u/V3)| = lim — arctan(A/\/g) ==
0

3+ u? A—+o00 \/§ 0 A—r+o00 \/_ \/g
T 1 T
En conclusion / — —dz = —.
o 2+ cos(z) V3

4 Cas des fonctions paires et impaires

Théoréme 19
Soit f une fonction continue sur | — a;af avec a € R* U {+o00}.

— Si f est paire et si / f(t) dt est convergente alors / f(t) dt est convergente et :

[rou=sfro

a a
— Si f est impaire et si / f(t) dt est convergente alors f(t) dt est convergente et :
0 —a

[ st at=

Démonstration :

— L’intégrale f (t) dt est doublement impropre donc sa nature est déterminée par la nature de

0
/ f(t) dt et f(t) dt. Par définition d’une intégrale doublement impropre, en cas de convergence :

wf ) dt = /af dt+/f

a
Montrons que / f(t) dt est de méme nature que / f(t) dt et que ces deux intégrales sont égales.
—a 0

a

Effectuons le changement de variable uw = —¢ sur l'intégrale / f(t) dt.

0
La fonction ¢ — —t est strictement décroissante sur [0; a[. De plus on a du = — dt et u varie de 0 &
—a.

D’aprés le théoréme de changement de variable généralisé, / f(t) dt et / f(=u) (— du) sont de
0 0

méme nature et égales en cas de convergence. Donc si f(t) dt est convergente on a :

[rwa=[ "0 = - [ a= [ o

En conclusion, si / f(t) dt est convergente, / f(u) du est convergente et donc / f(t) dt est

/f dt_2/f

— Avec la méme décomposition et le méme changement de variable que précédemment on a :

[roae=["rencan, o [ ae - [ s a
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Donc, si / f(t) dt est convergente alors / f(t) dt est convergente et
0 —a

if(t) dt:/if(t) dt+/0af(t) dt:—/oaf(t) dt+/0af(t) dt = 0.

O
5 Une premiere intégrale de référence
Théoréme 20
+00 +o0 1
Pour tout a > 0, / e dx est une intégrale convergente et / e dr=—.
0 0 a
Démonstration :
(i) La fonction f : z +— e ** est continue sur [0; +oo]. Le seul probléme se trouve donc en +oo.
(i) Soit A € [0;4+00[. On a
A A —aA
1 e @ 1
/ e dxr = [——e_‘”’} = — + —.
0 a 0 a a
. e*d 1 1
(iii) De plus lim — +—=—,cara>0.
A—too @ a o«
+oo +o0o 1
(iv) Donc / e~ dx est convergente et / e dr=—.
0 0 @
O
IV Critéres de convergence pour les fonctions positives
b
Pour l'instant, la seule méthode donc nous disposons pour déterminer la nature de f(t) dt nécessite

a
la connaissance d’une primitive de f. Or, il n’est pas toujours possible de déterminer une telle primitive.
Nous allons donc mettre en place une méthode pour contourner le probléme du calcul de la primitive.

1 Convergence absolue

Définition 7
Soit f une fonction continue sur /.

On dit que P’intégrale / f(t) dt est absolument convergente si, et seulement si, I'intégrale
I

/ |f(t)] dt est convergente.
I

Théoréme 21 : Convergence absolue = convergence

Si I'intégrale / f(t) dt est absolument convergente alors l'intégrale / f(t) dt est convergente.
I I
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Propriété 9 : Inégalité triangulaire

Si @ < b (dans le cas ot a et b sont réels) et si / f(t) dt est absolument convergente, alors :

dt’ /|f )| dt.

2 Critéres de convergences pour les intégrales de fonctions positives

Dans toute cette partie, on considére a € R et b € RU {+o0} tel que si b € R, a < b.
f et g désignent deux fonctions continues et positives sur [a;b[ . Tous les résultats énoncés pourront
étre adaptés a des fonctions continues sur |a; b] avec a € RU {—o0} et b € R.

a Critéres de majoration et minoration pour les intégrales de fonctions positives

Théoréme 22 : Majoration par une fonction dont 1’intégrale est convergente

f est continue sur [a; b
de € [a; b et g continue sur [c; b] b
Si tels que Vt € [¢;b], 0 < f(t) < g(t) alors / f(t) dt est convergente.

b
/ g(t) dt est convergente

Théoréme 23 : Minoration par une fonction dont I’intégrale est divergente

f est continue sur [a; ]
dc € [a; b] et g continue sur [c; b]

b
Si ¢ tels que Vt € [¢;0], f(t) =>g(t) >0, alors / f(t) dt est divergente.
’ a
/ g(t) dt est divergente

Exemple 11 :

e—t

2t+1

dt.

+00
Déterminons la nature de l'intégrale /
1

—t

e
+1

(i) La fonction t — est continue sur [1; +oo[, donc le probléme ne se pose qu’en +0oo.

—t

(ii) Pour tout ¢t > 1, 0 < © <et.
2 +1 t+1

+oo
(iii) Or / e”" dt est une intégrale convergente car 1 > 0 donc, d’aprés le critére de majoration sur les
1

—t

2t +1

“+oo
intégrales de fonctions positives, I'intégrale / dt est convergente.
1

Exemple 12 :

o0 sin(t) + 2
Déterminons la nature de l'intégrale / M dt.
1

t

sin(t) + 2

(i) La fonction ¢ |—> est continue sur [1; 400, donc le probléme ne se pose qu’en +o0.

(i) V¢ > 1,

t
sin(®) +2 1
— =220

t
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+o00
(iii) On a vu dans I'exemple 3 que / n dt est une intégrale divergente. Donc, d’aprés le critere de
1

: : : : . oo sin(t) + 2 : .
minoration pour les intégrales de fonctions positives, / — dt est une intégrale divergente.
1

Exemple 13 :

+00 1
1. Montrer que l'intégrale / 2 dt est convergente.
1

cos(t)

dt.
t2+1

+oo
2. En déduire la nature de /
0

1
1. (i) La fonction f : ¢ +— 2 est continue sur [1; +o00[ donc le probléme ne se pose qu’en +o00.

41 141
(ii) Soit A € [1;400[. On a /1 3 dt = {_Jl =7 +1.
. 1
(iii) De plus AE)I}:IOO 1-— 1= L.

+oo 1
(iv) Donc l'intégrale / e} dt est convergente.
1

os(t)

2. (i) La fonction t — ‘ »

est continue sur [0; +00], donc le probléme ne se pose qu’en +oc.

1

\t2

cos(t)
t2+1

(ii) Pour tout ¢ > 1, on a 0 <

+o00
(iii) D’apres la question précédente / 2 dt est convergente, donc d’apres le critére de majoration
1

cos(t)
2 +1

+00
sur les intégrales de fonctions positives, /

) dt est convergente.

cos(t)
241

“+o0o
(iv) En conclusion / dt est une intégrale absolument convergente donc convergente.
0

b  Critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives

Théoréme 24 : Critére d’équivalence pour les intégrales de fonctions positives

f et g sont continues sur [a; b|

b b
Si ¢ [ ou g positive au voisinage de b alors / f(t) dt et / g(t) dt sont de méme nature.
ft) ~ g(t) a a
t—b
Ezxzemple 14 :

2 —5t4+7
t4+1)(4t2 —t +2)

“+o0o
Déterminons la nature de l'intégrale / (
0

2 —5t4+7

(t+1)(4t2 —t+2)
donc le probléme ne se pose qu’en +oo.

2 —5t+7 t? 1
t4+ 1) (482 —t +2) t—+oo t x 482 4t

(i) La fonction t —

est continue sur [0; +oo[ (dénominateur non nul sur [0; +o0[),

(ii) Au voisinage de 400 :

(
1
De plus pour tout t > 0, yr > 0.
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+00 1 +oo
(iii) Or, on a vu dans 'exemple 3 que I'intégrale / n dt est divergente donc l'intégrale / yr dt
1 1

est divergente. Ainsi, d’aprés le critére des équivalents sur les intégrales de fonctions positives,

+o00 t2 _5ta 7
dt est di te.
/1 (t+1)(4t2 —t +2) est divergente

+o00 2
t*—5t+7
(iv) En conclusion, comme il n’y avait pas de probléme en 0, / 5 i dt est une intégrale
N ) o (tH+ 142 —t+2)
ivergente.
Remarque :

Pour 'argument de positivité des fonctions, il suffit de vérifier que 'une des deux fonctions est positive.

3 Une deuxieme intégrale de référence

Théoréme 25

L’intégrale / e 2 dx est convergente et / e 2 doxr =27

[e o]

—00

Démonstration :

Le programme officiel stipule que la valeur de cette intégrale est admise en BCPST. Nous allons

uniquement montrer la convergence de cette intégrale.

»2 too o
Comme la fonction x — e~ 2 est paire, d’aprés le théoréme 19 , il suffit de montrer que / e 2 dx
0

22

7<e

z
2 .

est convergente. Pour tout z > 1, x> x,donc 0 <e

o, 1
Or on sait que / e 2 dx est convergente car 3 > 0 (théoréme 20).
0

+o0 2
N . . . , . vy P
Donc, d’aprés le critére de majoration pour les intégrales de fonctions positives, / e 2 dx est
0

convergente.
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