Programme de colle de la semaine n° 8
17 au 21 novembre 2025

Algeébre : révisions sur les matrices

Revoir le cours de sup sur les matrices. Aucune démonstration sur cette partie ne pourra étre po-
sée en question de cours mais les colleurs pourront vous demander des définitions (transposée, inverse,
déterminant, rang,....), des propriétés (transposée d’une somme ou d’un produit, inverse d’un produit,...).

Aprés la question de cours, il vous sera demandé de résoudre 'un des trois exercices situé sur la page
suivante.

Probabilités : Généralités sur les variables aléatoires réelles

— Définitions et vocabulaire : variable aléatoire réelle, support de X, événements du type [X = k],
[X < K|, ..., fonction de répartition.

— Propriétés : si g est une fonction définie sur X (€2) et a valeurs réelles g(X) est une VAR, la fonction
de répartition d’une VAR est croissante, limites de la fonction de répartition en 400 et —oo.

— Indépendance : 2 variables, n variables mutuellement indépendantes.

* toute sous-famille d'une famille de VAR mutuellement indépendantes I'est aussi;
* Lemme des coalitions.
— Espérance : on admet Uexistence d’une fonction espérance définie sur une partie des VAR et telle que

E(1g) =1, E est linéaire et positive, variable centrée, croissance de ’espérance, E(XY) lorsque
X et Y sont indépendantes.

— Moments d’ordre r.

— Variance et écart-type : définition, formule de Keenig-Huygens, V (aX +b) = a*V (X)), variable centrée
réduite, variable centrée réduite associée & une VAR qui admet une variance non nulle, variance de
la somme de n VAR mutuellement indépendantes.

Probabilités : Variables aléatoires réelles finies ou discrétes

— Définitions : VAR discréte, VAR finie, loi de probabilité d'une VAR finie ou discréte.

— Les événements ([X = z]),cx(o) forment un systéme complet d’événements, théoréme de caractéri-
sation de la loi d’'une VAR discréte.

— Fonction de répartition : c’est une fonction en escalier (observation sur un exemple), lien entre
fonction de répartition et loi de la VAR.

— Espérance : définition, théoréme de transfert, si X (Q2) C [a;b] alors X admet une espérance
et E(X) € [a; ).
— Loi usuelles (révisions de sup) : Bernoulli, binomiale, uniforme. Pour chacune des lois usuelles :

explication de la situation permettant de reconnaitre la loi, définition de la loi, espérance, variance
(sauf uniforme).

— Loi usuelles infinies : loi géométrique (espérance, variance), propriété du caractére sans mémoire
d’une variable qui suit une loi géométrique, loi de Poisson (espérance, variance).

— Simulation en Python des lois usuelles finies ou infinies. (Traité en cours lundi 17 novembre)

A wenir : polynémes, espaces vectoriels,...
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EXERCICE 1:
Les deux questions sont indépendantes :

1 1 1
1. Soit A=(2 -1 1
1 -1 1

a) Montrer que A est inversible et déterminer A™!.
b) Déterminer I'ensemble des solutions de 'équation AX = 2X d’'inconnue X € .#5;(R).

1—X 0 1
2. Soient A € R et My = 0 1—A 0
1 1 3—A
Discuter suivant les valeurs de A la valeur du rang de la matrice M.
Indication : pour démarrer le calcul du rang de M, on pourra commencer par effectuer l’opération
sur les lignes : Ly <> Ls.

EXERCICE 2:
On considére les matrices suivantes :

-1 2 2 1 2 -1 -1 1 1 11
A=\ 2 -1 2 P = 3 -1 2 -1 Q= 3 1 11
2 2 -1 -1 -1 2 1 11

1. Calculer P%, Q% PQ, QP.
2. Déterminer deux réels a et b tels que A = aP + b(Q).

3. En déduire, pour tout n € N, une expression de A" en fonction de P, @ et n.

EXERCICE 3:

2 =21
Soit M =1| 2 -3 2
-1 2 0

1. Calculer (M — I3)(M + 313).

2. En déduire que M est inversible et donner une expression de M~ en fonction de I5 et M.

3. a) Montrer par récurrence que, pour tout n € N, il existe deux réels a,, et b, tels que M" = a, I3 + b, M.
b) Démontrer que (b,),en vérifie une relation de récurrence linéaire d’ordre 2.

¢) En déduire une expression de M" pour tout n € N en fonction de n, M et I3.
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