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Dans tout ce chapitre, K sera égal a R ou C. n et p désigneront deux entiers naturels non nuls.

I Généralités sur les espaces vectoriels

1 Définition

Définition 1
Soit £ un ensemble muni d'une opération d’addition notée + et d’une opération de multiplication par
un élément de K notée -.
On dit que (E, +, ) est un K-espace vectoriel si, et seulement si :

— (B, +) est un groupe commutatif, ¢’est-a-dire :
V(U,V)eE?, U+ € E; (Loi interne)
V(U, 7, W) e B3, (W + 7) +W =" + (¥ +T); (Associativité)
EI?EEtelqueVﬁEE U+ ed="¢+u= 7
VU €E, 3V €E,telque U+ 7V =7 + W =

v(, 7) €EE2U+T =7+7U; (Commutativité)
— lopération - vérifie :

*VieK, etV € E,\- U € E;

* Kk X X X

VO p) eKEVU € B A (p-W) = (M) - -

*VueB 1-d="1:

* V() u)eKQ VU € E, ( A+g U=\U+p ; (Distributivite)
* VA eK, \7(7 ) € B2, ) =AU+ g (Distributivite)

Les éléments d'un espace Vectorlel s’appellent des vecteurs et les éléments de K s’appellent des sca-
laires.

Théoréme - définition 1
Soit £ un K-espace vectoriel.
— Il existe un UNIQUE vecteur @ € E tel que pour tout UeE, d+ed=¢+u="1.

%
Ce vecteur s’appelle le vecteur nul de FE et on le note trés souvent 0 g. _
— Soit @ € E. 1l existe un UNIQUE vecteur ¥ vérifiant W+ VU =V + W = 0.
Ce vecteur s’appelle 'opposé de U et on le note — /.

Démonstration :

— Supposons qu’il existe deux vecteurs 7 et ? de F tels que, pour tout U € B,
U+ T=—F+d=T() et T+f=F+T=71()

En utilisant la relation (1) en remplagant U par ?, on obtient ? +7¢ = ?

En utilisant la relation (2) en remplagant U par ¢, on obtient [ + € = ¢.

Donc 7 = 7.

— Soit ¥ € E. Supposons qu’il existe deux vecteurs T et W de E tels que :
T+T="+7=0p ¢ T+T =0+ =0p
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On a alors

T+ U+ =T+U)+T

:6)]34-6}
=
t T+ U +0 =7+ (U + )
:7+6>E
.
Donc ¥ = .
Remarque :

Pour alléger les notations, on écrira : U 4+ (—0) = U — V.

Propriété 1
Soient « et ¢ deux éléments d'un K-espace vectoriel E et A € K.
= = =
~ A0g=0pget0d = 0p.
— (=AW ==\ et A (=) = —(\.T).
— AW —j) =AU -\, IR
— AU =0 A=00ud = 0p.

Démonstration :

— Soit A e K : _ _ N N N
)\OE:)\(OE—F OE):)\OE+)\OE

— — —

Donc \.0g + AX.0g = A.0g et en ajoutant de chaque coté 'opposé
=

Soit W € E :

0« =(0+0)7=07+07.

On ajoute alors de chaque coté —0.7 et on obtient que 0.7 = B)E
— Soit W € E : R
AU+ (-NUT =M+ (-\).T =07 = 0g.

Par unicité de opposé, on a bien (—=\). @ = —(\. 7).
De méme, A\ U + A\.(=U) = \(U + (=) = )\.6)]5 i
Donc A\.(— ) = —(\.W).
— Découle du point précédent et des régles de distributivité.
— <— : découle directement du Bremier point.
= : Supposons que AU = 0.

1 1
Si A # 0 alors on a . A\U) = XﬁE = 6>E De plus —. (\. ) = (— X A

E-

Doncﬁzﬁ)E.
.. -
Ainsiona A =0ou o = 0 g.

— .
de A. 0 g on obtient que
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Remarques :

— Pour alléger les calculs on écrira AU au lieu de \.¢.

— En pratique, en BCPST, on utilise rarement cette définition pour montrer qu'un ensemble est un
espace vectoriel. Nous verrons comment répondre & ce genre de question dans la partie suivante.
Cette définition vous sert surtout a comprendre quelles sont les opérations autorisées sur les éléments
d’un espace vectoriel.

Théoréme 2 : Les classiques

Les ensembles ci-dessous sont des K-espaces vectoriels :

Notation Description
K" (n € N¥) ensemble des n-uplets de scalaires (notation : (1,22, ,x,) )
M, »(K) ensemble des matrices a n lignes et p colonnes
K[X] ensemble des polynomes a coefficients dans le corps K

K,[X] (n € N) | ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a n

Z(1,K) (ou K') | ensemble des fonctions d'un intervalle I C R dans K

F(U,K) ensemble des fonctions de U (pavé ouvert de R?) dans K

Dans tout le chapitre E désigne un K-espace vectoriel et on dira souvent tout simplement
E est un espace vectoriel.

2 Familles de vecteurs

a Combinaisons linéaires, sous-espace engendré

Définition 2
Soit (71)Ze ; une famille finie de vecteurs de E et 7 un vecteur de E. On dit que ¥/ est une combinaison
linéaire de la famille (;)icr, si, et seulement s'il existe une une famille (Aj)jer d’éléments de K

tels que :
7 - Z)\Jﬁj

jel

Remarque :
Le choix des \; n’est pas forcément unique et ces scalaires peuvent étre nuls.

Ezxzemple 1 :

— La fonction = +— 3cos(z) — 2sin(x) + €” est une combinaison linéaire de la famille de fonctions
F = (cos, sin, exp). La fonction x — (3 cos(x) — 2sin(z))e” n’est pas une combinaison linéaire de la
famille .7

— Soit (70, 71, ce ﬁn) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel F.

Z(—l)kﬁk est une combinaison linéaire de la famille (Wo, W1, ..., Un).

k=0
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Ce que je dois savoir faire :

Je dois savoir déterminer si un vecteur donné est une combinaison linéaire d’une famille de vecteurs
donnée :
Ezxemple 2 :

. 3 4 1 3 -1 2
Sth-(_7 3),A—(_1 2) etB_<5 1)

La matrice M est-elle une combinaison linéaire de la famille (A, B) ?
En d’autres termes on cherche & savoir si on peut trouver deux réels que pour l'instant nous allons
noter a et b et qui vérifient : M = aA + bB

Orona:
3 4 1 3 -1 2
M:aA+bB4:>(_7 3):a<_1 2)+b(5 1)

w3 N _(a-b 3a+2
—7 3) " \—a+5b 2a+b

a—b=3 a=3+b
3a+2b =4 5h+9 = 4 b=—1
—at5b=—7 T\ 4b—3=—7 (:){a:2
2a+b=3 3b+6=3

Donc on a M = 2A — B et donc M est une combinaison linéaire de la famille (A, B). On remarque que
le choix de a et b est ici unique mais ¢a n’est pas forcément le cas.

Définition 3
Soit (71, NN 71,) une famille finie de vecteurs de E. L’ensemble de toutes les combinaisons linéaires

possibles de cette famille est un sous-ensemble de E appelé sous-espace engendré par la famille
71, cee U ,) et noté Vect (U1, ..., U,). Autrement dit :
P P

Vect (W1, ..., Up) = {Xp)ﬁj / (A, ) € KP}.

Ce que je dois savoir faire :
11 faut savoir exprimer un ensemble donné sous la forme Vect(- - ).
Ezxemple 3 :

T 2x—vy
Yy x+2y
des combinaisons linéaire d’une famille de matrices bien fixée. Il faut donc faire apparaitre « les para-
métres » comme des coefficients de la combinaison linéaire :

{6 )+ o))
1o )l ewy
v (o 1)00%))
Ezemple 4 :

Considérons l'ensemble de polynomes : F' = {aX? + (3a + 2b)X — 2a — b/(a,b) € R?}.
Pour exprimer cette ensemble sous forme de sous-espace engendré, il faut faire apparaitre une combi-
naison linéaire ol a et b sont les coefficients :

Considérons I'ensemble E = {( ) [(z,y) € RQ}. On voudrait écrire ' comme ’ensemble

F={a(X*>+3X —2)+b(2X —1)/(a,b) € R*} = Vect(X? + 3X —2,2X — 1).

Cours BCPST2 Page 5 [Elspace vectoriels|




Propriété 2
Soit E un espace vectoriel et (71, e ,7p) une famille de E.
Si i, est une combinaison linéaire de (y,--- , & 1) alors :

Vect(y, - - - ,71,) = Vect (U, - - ,71,_1).

Démonstration :
On suppose donc que u_;, est une combinaison linéaire de (u_>1 yeen ,m), c’est-a-dire qu’il existe
(ay,...,ay,1) € KP7! tel que : u) = Zazul
Montrons 'égalité des deux ensembles par double inclusion.
— Soit 7 € Vect(zT{, . ,u_;). Par définition d'un sous-espace engendré, il existe donc (A1,...,\,) € K?
P

tel que 7 = Z )\ZUZ On a alors :

P p—1 p—1
— — — —
T =) Nui =) N+ Ay = E:A,u,+Ap a;u )
i=1 =1

En conclusion, 7 € Vect(u_>1, ..., Up_1), C'est-a-dire Vect(u_>1, ce u_;,) C Vect(u_>1, ce Up_T).
— Soit 7 € Vect(z?l ....,Up_1). Par définition d’un sous-espace engendré, il existe donc
p—1
(1,5 fp1) € KP7! tel que 7 = Z,uzﬁf En posant arbitrairement p, = 0, on a alors
i=1

p
Y = Zuzﬁf € Vect(uf,. .., u).
i=1

Ainsi, Vect(uf, . . 2 Up- D) C Vect(ui, ..., u).
En conclusion, Vect(ul, ) = Veet(ud, . .., uy_}).
]
Remarques :

— Cette propriété est trés importante et trés utile en exercice.

— Pour avoir un énoncé simple, on énonce cette propriété avec le dernier vecteur de la famille mais
cette propriété fonctionne dés qu'un vecteur de la famille est une combinaison linéaire des autres.
(Réfléchir comment la démonstration s’adapte!)

m(() () (2)-()) == (1) (1) ()
o (3) e o ot ((2).(2).()
s (1)) (3= () ().
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Exemple 6 :

1 1

On peut écrire que Vect(X +1, X —1,X) = Vect(X +1,X — 1) car X = Q(X +1)+ §(X —1).

On peut aussi écrire que Vect(X +1, X —1,X) = Vect(X +1,X) car X —1=(—1) x (X +1)+2x X.
Propriété 3
Soit .Z = (uj, ..., u,) une famille de vecteurs de E.

— Pour tout (7,j) € [1;p] tel que i < j, on a

Vect(Uf, ..., Wy 1y ) = Vect(Wl, .., Ty, Uy ).
— Pour tout (A, ..., \,) € (K, Vect(ul, ..., u) = Vect(Mug, ..., \pii).

Exemple 7 :

Vect(1 — X2 2X +2) = Vect(X? — 1, X + 1)
multiplication du premier vecteur par — 1 et du deuxiéme vecteur par 3

= Vect(X +1,X* - 1) changement de l'ordre.

b  Familles génératrices

Définition 4

Soit (1, ..., ©,) une famille finie de vecteurs de E.

On dit que la famille (71, ceey 71,) est génératrice de FE, ou encore engendre FE, si, et seulement
si, on a F¥ = Vect (71, ce 71,).

Remarque :

Autrement dit, la famille (71, el ﬁp) est génératrice de E si, et seulement si, tous les vecteurs de F
peuvent s’écrire comme une combinaison linéaire de la famille (71, e 71,) et réciproquement toutes les
combinaisons linéaires de la famille (71, cee 71,) sont des éléments de E.

Ce que je dois savoir faire :
Je dois savoir trouver une famille génératrice d’un espace vectoriel E : il suffit pour cela d’écrire E sous
la forme Vect(...) donc c’est exactement la méme méthode que le point précédent.

Ezxemples 8 :

— Considérons l'ensemble £ = {(gj iﬂ_}i) s (2,y) € Rz}-

On a vu dans 'exemple 3 que E = Vect <<(1J ?) , ((1) _21))

Ainsi la famille ((é ?) , <(1J _21)> est une famille génératrice de E.

— Dans I'exemple 4, on a vu que F = {aX*+(3a+2b) X —2a—b/(a,b) € R*} = Vect(X*+3X—2,2X—1).
On peut donc dire que la famille (X? + 3X —2,2X — 1) est génératrice de F.

— On remarque que K, [X] = {ag + a1 X + ... +a,X"/(aq,...,a,) € K"} = Vect(1, X,..., X")
Donc la famille (1, X, ..., X™) est une famille génératrice de K, [X].
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¢ Familles libres

Définition 5

— Une famille finie (u_>1, e 17;) de vecteurs de E est dite libre si, et seulement si, pour tout p-uplet
(A1, Ap) €KP on a:

p
i=1

— Une famille finie (u_>1, e u?) de vecteurs de E est dite liée si, et seulement s’il existe un p-uplet
(A1, Ap) € KP tel que :

p
Ay ) #(0,...,0) et ZA@*ZWE-
=1

Remarque :
Une famille qui n’est pas libre est liée.

Ce que je dois savoir faire :
Je dois savoir démontrer qu’une famille est libre ou liée en utilisant la définition.

Exemple 9 :
La famille (1 + X + X% 34+ X +5X2 2+ X + 3X?) est-elle une famille libre ou liée de R[X]?
On cherche tous les réels a, b, ¢ vérifiant :

a(l+ X +X?) +b(3+ X +5X?) +c(2+ X +3X?) =0
(a+50+3c) X+ (a+b+c)X + (a+3b+2c) =0
a+50+3c=0
&9 at+b+e=0
a+3b+2c=0
car deux polyndmes sont égaux ssi leurs coeff sont égaux,
a+b+c=0
S 4b+2¢=0
2b4+c=0

- a=1»b
c=—2b"

On voit donc qu’il y a une infinité de solutions pour a, b, ¢, en particulier a = 1, b =1 et ¢ = —2 est
une solution non nulle donc la famille est liée.

On aurait pu voir de téte que X* + X +1 = (—1) x (5X? + X +3) +2 x (3X2+ X +2). Dans ce cas,
aucun calcul nécessaire sur la copie, il suffit d’écrire cette relation et ensuite écrire « donc la famille est
liée ».

Exemple 10 :

On considére la famille (f, g, h) composée de trois fonctions de R dans R définies par :

f iz sin(z) g :x+— cos(x) h:x— sin(2x)
Montrons que cette famille est libre.

On cherche tous les réels a, b et ¢ tels que :

ax f+bxg+cxh=0
evVreR, a f(x)+bg(x)+ch(x)=0.
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M¢éthode a retenir : comme cette relation doit étre valable pour tout réel x, elle doit en particulier
étre vrate pour certaines valeurs bien choisies de x.
On a donc :

aX f+bxg+exh=0&VzeR, a f(x)+bg(x)+ch(z)=0

aX0+bx14+ex0=0 en évaluant en x =0
N axX1+bx04+ecx0=0 enévaluantenx:g
2 2
ax£+bx£+cx1:0 enévaluantenx:z
2 2 4
b=20
—< a=0
c=10

On a donc montré que a f+bg+ch=0=a=b=c=0.
La réciproque étant évidente on a donc montré que a f +bg+ch=0<= a=0=c=0. On peut
affirmer que la famille (f, g, h) est libre.

Voici maintenant quelques propriétés des familles libres ou liées.
Propriété 4
Soit E un espace vectoriel.
— Si on change l'ordre des vecteurs d'une famille libre (resp. liée), on obtient encore une famille
libre (resp. liée).
— Toute sous-famille d’une famille libre est encore libre.
— Toute famille contenant le vecteur nul est liée.
— Toute famille contenant plusieurs fois le méme vecteur est liée.
— Soit .# une famille libre de E et @ un vecteur de E.
La famille (#, 7) est liée si, et seulement si, U est combinaison linéaire de la famille .%.

La propriété ci-dessous donne trois techniques trés utiles en exercice pour montrer qu'une famille est
libre.

Propriété 5

— Une famille contenant un seul vecteur est libre si, et seulement si, le vecteur est non nul.

— La famille (U{, 17%) est liée si, et seulement s’il existe A € R tel que u_>1 = )\@ ou u_>2 = )\U{. On dit
alors que les vecteurs U} et up sont colinéaires ou proportionnels.

— Toute famille finie de polyndémes non nuls et de degrés deux a deux distincts est libre.

Remarque :
On dit parfois qu'une famille de polynémes non nuls et de degrés deux a deux distincts est échelonnée
en degrés.

Exemples 11 :

1
— La famille 0 est une famille libre de .#3;(R) car formée d'un seul vecteur non nul.
1
. 10 01 I , .
— La famille ((1 O) , <1 0)) est une famille libre de .#5(R) car formée deux vecteurs visiblement

non proportionnels.
— La famille (1, X + 2X®, X? + 1, X*) est une famille libre de R[X] c’est une famille de polynomes
non nuls et de degrés deux a deux distincts.
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II  Généralités sur les sous-espaces vectoriels

Définition 6
Soit F un K-espace vectoriel et F' un ensemble. On dit que F' est un sous-espace vectoriel de F si,
et seulement si :

— F est un sous-ensemble de F,

— F' est non vide,

— pour tout couple (7, 7) de vecteurs de F' et tout scalaire A € K, AU + U est un vecteur de F.

Propriété 6
Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors F', muni des mémes opérations que F, est un K-espace
vectoriel.

Propriétée 7

. . %
Si F' est un sous-espace vectoriel de E alors 0 g € F.

Démonstration :

Par définition, F' n’est pas vide. Soit donc U €eF.

. L o . . N —>
TouJou_l;s par définition le vecteur (—1)% + o appartient & F. Or (=1)% + @ = 0 g.
Donc 0 g € F.

Propriété 8
Soit (uf, ..., u_;) une famille finie de vecteurs de E. Alors le sous-espace engendré Vect (
sous-espace vectoriel de E.

. u_;) est un

Démonstration :

Notons F' = Vect (1, ..., uj).
— F est constitué de toutes les combinaisons linéaires de la famille (u_>1, e 17;) qui est formée d’éléments
de F. gar définition d’un espace Vectgriel on a donc F' C E.
— Ona 0= 071 + ...+ 071,, donc 0 g € F et ainsi F n’est pas vide.

— Soient @ et b deux éléments de F. On peut donc écrire ces deux vecteurs sous la forme :
p - p
7 = Z)\272 et b = Z,uiﬁi,
i=1 i=1

avec (A1,...,A\,) € KP et (u,...,u,) € KP.
Soit ¢ € K. )

%
On aalors 6@ + b = Z(é)\i + uz)ﬁz
i=1
%
Donc 6@ + b est une combinaison linéaire de la famille (Ul), s u_>p) et appartient donc a F'.
En conclusion, I’ est bien un sous-espace vectoriel de E.

Propriété 9
Soit I un intervalle de R.
— L’ensemble des fonctions dérivables sur I est un sous-espace vectoriel de .#(I,R) et donc un
R-espace vectoriel.
— L’ensemble des fonctions de classe € sur I (k € N ou k = 00) est un sous-espace vectoriel de
F(I,R) et donc un R-espace vectoriel.

Cours BCPST2 Page 10 [Elspace vectoriels|




Ce que je dois savoir faire :
Je dois savoir montrer qu'un ensemble I’ est un sous-espace vectoriel d'un espace vectoriel donné ou
classique.
Il existe deux principales méthodes :
— J'utilise la définition.
— J’écris mon ensemble sous la forme Vect(---) et je conclus grace a la propriété 8.

Exemple 12 :
Montrons que l'ensemble F = {aX? + 2aX + 3b/(a,b) € R*} est un sous-espace vectoriel de R[X].
Méthode 1 : (fonctionne tout le temps, mais un peu longue)
— On remarque que E est bien un sous ensemble de R[X].
— 11 faut ensuite vérifier que E n’est pas vide. On remarque que 0 = 0X? 4+ 2 x 0 x X + 3 x 0. Cela
signifie que 0 € F et donc que F n’est pas vide.
— On prend alors deux éléments quelconques de E :

P(X)=a1 X2+ 20, X +3b;  Q(X) = asX? + 2a,X + 3b,
Puis on prend un réel a. Le but est de montrer que aP + @) est un élément de E :

aP(X)+ Q(X) = a(a1 X* 4 2a: X + 3by) + (aaX? + 202X + 3by)
= (aay + az) X? + 2 (qa; +ag) X + +3 (aby + by)
— — —

as as b3

Donc aP(X)+ Q(X) € E
En conclusion E est bien un sous-espace vectoriel de R[.X].
Méthode 2 : (lorsqu’elle fonctionne elle est plus rapide)

E={a(X?+2X) +0bx3/(a,b) € R*} = Vect(X?* + 2X, 3)

E est un sous-espace engendré par une famille d’éléments de R[X] donc E est un sous-espace vectoriel
de R[X] (on utilise ici la propriété 8).

Ce que je dois savoir faire :

Je dois savoir montrer qu’un ensemble E' est un espace vectoriel :

On montre en fait que c’est un sous-espace vectoriel d’un espace vectoriel classique ou donné dans
I’énoncé

Exemple 13 :

On note .7, (K) 'ensemble des matrices symétriques de ., (K).

Montrons que .7, (K) est un espace vectoriel.

Comme .7,(K) est un sous-ensemble de ., (K) nous allons montrer que .7,(K) est un sous-espace

vectoriel de ., (K).
— Z,(K) est un sous-ensemble de .7, (K).
— Z,(K) n’est pas vide car la matrice nulle est une matrice symétrique donc elle appartient a .7, (K).
— Soient A et B deux matrices de .7,(K) et A € K.
On souhaite montrer que AA + B appartient a .7, (K) :

M+ BT =X AT+ B =)A+B

car A et B sont symétriques.
On a donc bien AA + B € .7, (K).
En conclusion .7, (K) est un sous-espace vectoriel de .#,,(K) donc .7,(K) est un espace vectoriel.

Propriété 10
Soient F' et G deux sous-espaces vectoriels de E. Alors F' N G est un sous-espace vectoriel de F.
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Attention ce n’est en général pas vrai pour la réunion de deux sous-espaces.

Démonstration :

— Comme F et GG sont des sous-espaces vectoriels de £/, F C F et G C E donc FNG C E.
— Comme F' et G sont des sous-espaces vectoriels de E,ona O0g € Fet 0 €G.
Donc 0 g €_>F N G et ainsi F' N G n’est pas vide.
— Soit @ et b deux éléments de F NG et ) € K.
CommeE)EF,gEFetAEK,ona)\7+g€F. R
Comme @ €G, b eGet eK,ona d + b €G. Ainsi, \d + b € FNG.

En conclusion, /' N G est un sous-espace vectoriel de F.

Corollaire 1
L’intersection d’un nombre fini de sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de E.

Remarque :
Ce résultat se démontre par récurrence en utilisant la propriété précédente.

IIT Dimension d’un espace vectoriel

1 Bases

Définition 7
Soit % une famille finie d’éléments de E.

On dit que .# est une base de E si, et seulement si, .% est une famille & la fois libre et génératrice de
E.

Ce que je dois savoir faire :

Je dois savoir trouver une base d’'un espace vectoriel donné.

On commence par trouver une famille génératrice de E (voir méthode sur les familles génératrices),
puis on montre que cette famille est libre. Enfin on conclut.

Exzemple 14 :

Reprenons l'exemple 3 : E = {(j ?fj:%:i) [(z,y) € Rz}

0 1 1 2

A B
Il faut alors montrer maintenant qu’elle est libre. Les matrices A et B ne sont visiblement pas propor-
tionnelles donc la famille (A, B) est libre. (ATTENTION cette méthode ne fonctionne que pour

les familles de deux vecteurs)

Donc la famille ((1 2) , (0 _21)) est libre et génératrice de F, c’est donc une base de E.

On a vu que la famille <1 2), (O _1) est génératrice de E.

0 1 1

Exemple 15 :

Déterminons une base de ., ,(K).

Pour tout ¢ € {1,...,n} et j € {1,...,p}, on note E;; la matrice de .#, ,(K) dont tous les coefficients
sont nuls sauf le coefficient situé a la i-éme ligne et a la j-éme colonne qui vaut 1.

On remarque alors que 4, ,(K) = Vect(E1, Eva, ..., By, Eory ... Eopy ooy Epyy ooy Eyp).

s Linp
De plus la famille (Eyy, Eia, ..., Eip, Eor, ..., Eop, ..., B, ..., Epy) est libre (facile & montrer).
Donc la famille (E1y, Ero, ..., Evp, Eo1, ..., Eop, ..., By, ..., E,y) est une base de ., ,(K).
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Remarque :
Dans certains des espaces vectoriels classiques certaines bases « apparaissent comme des évidences ».
Ces bases s’appellent des bases canoniques et elles sont a connaitre par ceceur.

Théoréme 3 : Bases canoniques

— Soit n € N*. Pour tout i € {1,...,n}, on pose ¢, = (0,....,0 , 1, 0,...,0).

iéme place
La famille (eq, ..., e,) est la base canonique de K".

— Soit n € N*. La famille (1, X, X% ..., X™) est la base canonique de K,[X].

2 Coordonnées d’un vecteur

Théoréme - définition 4

La famille (u_>1, e Q?n) est une base de F si, et seulement si, tout vecteur de E peut s’écrire, de maniére

unique, comme une combinaison linéaire de la famille (Ul), . Q?n) Les coefficients de cette combinaison
%

linéaire s’appellent les coordonnées du vecteur dans la base (uf, ..., 17,2)

Définition 8

Soit E un espace vectoriel et soit # = (ui, ..., u,) une base de E.

Soit U € E, on considére Aq,..., A\, les coordonnées de 7 dans la base 4.
A1

On note alors Mat4(w) = | : |, et Matg(W) est appelée la matrice colonne des coordonnées
An

de @ dans la base %.

Ce que je dois savoir faire :
Je dois savoir trouver les coordonnées d'un vecteur dans une base donnée.
Pour « trouver les coordonnées du vecteur @ dans la base % = (Fi))ie 1 » 1l faut trouver les scalaires

(ai)ier tels que :

el

C’est donc exactement la méme méthode que pour savoir si W est une combinaison linéaire de la famille
%
(€ )ier-

a1
. a2

La matrice colonne des coordonnées de @ dans la base 2 se note Mat 9(7) et elle est égale a
an

Exemple 16 :

On se place dans Iespace vectoriel Ro[X| muni de la base 8 = (Ry, Ry, Rz) ot Ry =1, Ry = X + 2 et
Ry =X*—2.

On considére le polynéme P = 4X? — 3X — 12. Quelle est la matrice colonne des coordonnées de P
dans la base #7

On doit ici chercher les coordonnées de P dans la base 4, c’est-a-dire que 'on cherche les réels a, b et
c tels que :

P =aRy+ bR, +cRy & 4X* —3X —12=a+b(X +2) + ¢(X* - 2)

S4X?2 _3X —12=cX?’+bX +a+20—2c=<{ b=-3 =< b=-3
a+2b—2c=—-12 a=2
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Donc on a P = 2Ry — 3R + 4R, et ainsi la matrice colonne des coordonnées de P dans la base £ est
2

Maty4(P) = [ -3
4

Remarque :
Il existe une situation dans laquelle trouver les coordonnées d’un vecteur ne nécessite aucun calcul :
lorsque 1’on cherche les coordonnée dans une base canonique.

—12
Par exemple les coordonnées du polynéme P précédent dans la base canonique de Ry[X] sont | —3
4
3 Dimension
Définition 9
On dit que E est un espace vectoriel de dimension finie s’il existe une famille génératrice finie.
Un espace vectoriel qui n’est pas de dimension finie est dit de dimension infinie.
Exemple 17 :
Montrons que K[X] est de dimension infinie.
Supposons que K[X] est de dimension finie. Alors il existe (P, ..., P;) une famille génératrice finie de
K[X].
On note alors m = max(deg(F;),1 <i < k).
D’apreés les propriétés des polynomes, il est alors impossible de trouver (ay, ..., ax) tels que :

k

k
X Sur o de) g (Sar).

i=1 i=1

Ceci est absurde car X™"! € K[X] et on a supposé que (P,. .., P;) est génératrice de K[X].
Ainsi K[X] n’admet pas de famille génératrice finie et donc est de dimension infinie.

Théoréme 5

Soit E un espace vectoriel non réduit a {ﬁ E}-

Si # est une famille génératrice finie de F, alors il existe une sous-famille de .# qui est libre et
génératrice de F, c’est-a-dire une base de E.

Remarques :
— Ce théoreéme est une conséquence de la propriété 2.
— Ce théoréme signifie que tout espace vectoriel non réduit a { 0 g} de dimension finie admet des bases.

Théoréme - définition 6

Soit E' un espace de dimension finie non réduit a {6) E}-

Alors toutes les bases de F ont le méme nombre d’éléments. Ce nombre entier est appelé dimension
de ’espace vectoriel F et est noté¢ dim(FE).

Par convention on dira que l'espace { 0 g} est de dimension 0.

Remarque :
Résultat admis.

Théoréme 7 : Dimensions des espaces vectoriels de référence

— dim(K") = n.
— dim(K,[X]) =71+ 1.

ATTENTION la dimension de .#, ,(K) est HORS PROGRAMME.
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Ce que je dois savoir faire :
Je dois savoir trouver la dimension d’un espace vectoriel.
— S’il s’agit d’un espace vectoriel classique, on récite son cours (théoréme 7);
— Sinon LA SEULE METHODE possible (& ce stade du cours) consiste & trouver une base % puis
compter le nombre de vecteurs dans la base. Ce nombre est la dimension cherchée. On pourra écrire

dim(E) = card(Z£) = ...
Exemple 18 :

Déterminons la dimension de l'espace vectoriel E = {(z,y,2) € R*/2z =0 et 3y — z = 0}.
E n’est pas un espace vectoriel classique donc on ne connait pas sa dimension. La seule facon de trouver
cette dimension est de trouver une base de F.

On remarque tout d’abord que : E = {(0,y,3y)/y € R} = Vect((0, 1, 3)).
Donc la famille ((0,1,3)) est une famille génératrice de E.
De plus cette famille ne contient qu’un seul vecteur et ce vecteur n’est pas nul. Donc la famille Z# =

((0,1,3)) est libre.
Ainsi # = ((0,1,3)) est une base de E et on a dim(FE) = card(#) = 1.

Exemples 19 :

0 1/’\1 2

— Reprenons 'exemple 14 : dim(FE) = card 1 2) , 0 _1)> = 2.
— Reprenons 'exemple 15 : dim(.#, ,(K)) = card(E11, Ei2, . .., Eip, Ea1, .

..,Ezp,...,Enl,...,Enp):’I’LXp.

4 Propriétés importantes des espaces de dimension finie

Propriété 11
Soit E un espace de dimension finie n.
— Si.% est une famille libre de E alors card(.#) < n.
— Si.# est une famille génératrice de E alors card(.%) > n.

Conséquences :
— Dans un espace de dimension n, toute famille de strictement plus de n vecteurs est donc forcément
lice.
— Dans un espace de dimension n, toute famille de strictement moins de n vecteurs n’est jamais
génératrice.

Théoréme 8

Soit £ un espace vectoriel de dimension finie et F' un sous-espace de E.
Alors F' est un espace vectoriel de dimension finie et dim(F) < dim(FE).
De plus dim(F) = dim(F) < F = E.

Démonstration :

Si F = {ﬁE} alors on a dim F' = 0 et donc dim F' < dim F.

On suppose maintenant que F # {6) £}. Toute famille libre de F' est aussi libre dans E. Comme E
est de dimension n une famille libre de E ne peut pas avoir plus de n vecteurs. Donc toutes les familles
libres de F' ont moins de n vecteurs. Notons p le plus grand cardinal de toutes les familles libres de F' et
(?1, e ?p) une famille libre de F' de cardinal maximal. D’aprés ce qu’on vient de dire p < n.

Montrons maintenant que la famille (?1, ey ?p) est une base de F.
Soit @ € F. Comme p est le plus grand cardinal des familles libres de F', la famille (?1, - ?p, ?),
qui est de cardinal p+ 1, est liée dans F. Donc il existe (v, ..., api1) € KPT (ay, ...y 1) # (0, ..., 0), tels

que 041?1 + ...+ ozp?p + ozp+17 = 0.

, . . T —Qy
On a forcément «,1; # 0 car sinon la famille (?1, ey ?p) serait lite. Donc @ = 7
—; Opt1
i=1 P
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Donc la famille est bien génératrice de F' et donc une base de F'. Ainsi F' est bien de dimension finie
et p=dim F < dim FE.

De plus si dim F = dim F (donc n = p) la famille (€1, ..., €,) est & la fois une base de F et de E et
donc E = F'. Réciproquement si £ = F', alors dim F¥ = dim F'.

Propriété 12

Soit E un espace de dimension finie n # 0 et .%# une famille finie de vecteurs de E.
— Si.Z est libre et card(.%#) = n alors .% est une base de E.
— Si .7 est génératrice et card(.#) = n alors .# est une base de E.

Démonstration :

Démontrons uniquement le premier point.
On dispose donc d'un espace vectoriel F de dimension n # 0 et d’une famille .# de n vecteurs de E

que l'on suppose libre.

On pose alors F' = Vect(.#). La famille .# est libre et génératrice de F' donc c’est une base de F'. Ainsi,
F est de dimension finie et dim(F') = card(.%#) = n.

De plus, I’ étant un sous-espace engendré par une famille de vecteurs de E, I’ est un sous-espace
vectoriel de E.

En résumé, F' est un sous-espace vectoriel de E et dim(F) = dim(F£). Donc, d’aprés le théoréme
précédent, F = F = Vect(.%).

La famille .# est donc une base de E.

Conséquences :
On tire de cette propriété deux nouvelles méthodes TRES IMPORTANTES pour montrer qu’une
famille donnée est une base d’un espace vectoriel donné.

Ce que je dois savoir faire :

Je dois savoir répondre a la question « Montrer que la famille Z (donnée) est une base de 'espace
vectoriel E (donné) ». Vous disposez de deux méthodes :

Méthode 1 : s’applique lorsqu’on ne connait pas la dimension de E.

On montre que la famille & est libre et génératrice de E.

Méthode 2 : s’applique lorsqu’on connait, avant de commencer la question, la dimension de E.

On montre que A est une famille libre (ou génératrice) de E puis on dit « la famille % est une famille
libre (resp. génératrice) de E et card(#) = ... = dim(F) (... a remplacer par un chiffre en exercice) donc
A est une base de F ».

Exemple 20 :

Montrons que la famille Z = ((0,2, —5), (1,0,4), (1, —1,0)) est une base de R®.

On remarque tout de suite que U'on connait la dimension de R donc on va appliquer la méthode 2.
Commencons par montrer que la famille & est libre :

Je cherche tous les réels a, b, ¢ vérifiant :

a(0,2,-5) +b(1,0,4) + ¢(1, —1,0) = (0,0,0) < (b+ ¢,2a — ¢, —5a + 4b) = (0,0, 0)

b+c=0 b=—c=—2a
=S¢ 2a—c=0 & c=2a Sa=b=c=0
—5a+4b=0 —13a =0

La famille # est donc libre.
De plus card(%) = 3 = dim(R?) donc £ est une base de R®.
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Théoréme 9 : Théoréme de la base incompléte

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n € N* et (uf,. .., u;) une famille libre de E.

Alors on peut compléter cette famille en une base de FE, c’est-a-dire qu’il existe (11_1), e ,zT,Z,) des
vecteurs de E tels que la famille (17{ , u, vl

—
uy,

...,up,vl,...,vn,pe) est une base de E.

Remarque :
Théoréme admis. En BCPST, les exercices doivent vous guider pour compléter une famille libre en une
base.

5 Matrices et famille de vecteurs

Définition 10

Soit E un espace vectoriel et soit & = (U{, s u_%) une base de E.

On considére une famille .# = (y,... w,) de vecteurs de E.

On appelle matrice des coordonnées de la famille (ﬁl, ce ﬁp) dans la base # la matrice de
M »(K) dont la j°™¢ colonne contient les coordonnées de E)j dans la base %.

On note cette matrice Matg(.7).

Propriété 13
Soit E un espace vectoriel de dimension n # 0. Soit & = (Ul), o Q?n) une base de E et .# une famille
de vecteurs de E.

— F est libre si, et seulement si, rg(Matg(.%)) = card(.7).

— .Z une base de F si, et seulement si, la matrice Matz(.%) est inversible.

Remarque :

Cela donne une nouvelle méthode pour montrer qu’une famille donnée est une famille libre ou est une
base d'un espace vectoriel donné dont on connait déja une base.

Cette méthode est trés adaptée aux espaces de références K" et K,,[ X ] car on utilise leur base canonique.

Exemple 21 :

On considere les vecteurs de C? suivants :
i=(1,2i,i+1) #=(1,0,2) @ =(0,—i,3i)

(i, T, 0) est-elle une base de C*?
Notons 4. la base canonique de C*. On a :

1 1 0 1 1 0
rg (Matg, (4, U, W)) = rg 21 0 —i =rg| |0 21 —i Ly < Ly — 21,

ir1 2 30 0 1—i 3i Ly ¢ Ly — (i+ 1)L
1 0 1

=TIg 0 —1 -2i Cy & Cg
0 31 1-1
1 0 1

=T1g 0 —i —2i L2 < 3L2 + L3
0 0 1-7

=3

Donc Matgy, (i, ¥, W) € #5(C) et rg (Matgy, (i, ¥, W)) = 3, ce qui signifie que Maty_(u, ¥/, W) est inver-
sible. Ainsi, (i, ¥, W) est une base de C®.
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Exemple 22 :
Soit P, =X+ X?4+1,P,=X>+Xet P, =5X"+4X3+3X?4+2X +1.
La famille (Py, Py, Ps) est-elle une famille libre de Ry[X]?

1 01

01 2
Notons 4. la base canonique de R4[X]. On obtient aisément que Maty, (P, P, P5) =1 0 3|.On

01 4

105

a alors :

1 01
01 2
rg (Matgy, (P, Py, P3)) =g 1 0 3
01 4
1 05
1 01
. 8 (1) ; L3 — L3 — L1
=18 L5 — L5 — L1
01 4
0 0 4
1 01
01 2
=1g| |0 0 2 Ly Ly — Lo
0 0 2
0 0 4
1 01
— 8 (1) ; L4 < L4 — L3
& 00 0 Ly <+ Ly —2L4
000
=3

Ainsi, rg (Mat g, (Py, P, P3)) = card(Py, P, P3) donc (Py, Ps, Ps) est une famille libre.

Définition 11
. — — / i i .
Soient B = (€1,...,e,) et B = (f1,..., fn) deux bases de E. On appelle matrice de passage de

— —
la base Z a la base %', et on note Py 4, la matrice des coordonnées de la famille (fi,..., f,) dans
la base %.

Ce que je dois savoir faire :

Je dois savoir construire la matrice de passage entre deux bases.

Si B = (e, - ,en) et B = (f1,- -, fn) sont deux bases alors pour construire la matrice de passage
de # a A’ je mets dans la j™° colonne les coordonnées du vecteur f; dans la bases 2.

Exemple 23 :

Soient %, = (P, P1, Py, P3) la base canonique de R3[X], et By = (Ry, R1, Ra, R3), avec Ry = 1,
Ry =X —1, Ry = (X —1)% Ry = (X — 1)® une autre base de cet espace. Déterminons la matrice de
passage de H#; & Hs.

La premiere colonne de Pg, 4, contient les coordonnées de Ry dans la base ;.

On cherche donc des réels a, b, c et d tels que Ry = aFPy + bP, + cPy + dPs.

On trouve facilement, de téte, Ry =1 X Py + 0P, + 0P, + 0F;.
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De méme on peut trouver de téte :

Ri=—-14+X=—Py+ P, +0P,+0P;
Ry=1-2X+4+X?>=P,— 2P, + P, + 0P;
Ry =—-1+4+3X—-3X?’+X3=—-Py+3P, —3P, + P;

1 -1 1 -1
On en déduit que Py, 2, = 8 (1) _12 —33
0o 0 0 1

Exemple 2/ :
On considére les vecteurs suivants :

u=(1,1,0) v=(0,1,1) w=(1,0,1)

r=(1,1,1) y=(2,1,1) z=(0,1,0).

On admet que %, = (u,v,w) et By = (z,y, 2) sont deux bases de R®. Déterminons la matrice de
passage de H#; & Hs.

On a:
1 1 1 1 1 1
x——2u+2v+2w y=u+w z——2u+2v 2w.

Pour trouver les coefficients devant u, v et w deux méthodes : soit vous les trouvez de téte, soit vous
cherchez a, b et ¢ tels que x = au + bv + cw, puis pour y et enfin pour z.

1

? 3
Donc Py, 2, = | = 0 3

T4

2 2

Propriété 14

Soit Z# et B’ deux bases de E. Alors Py 4 est une matrice inversible et ng@, =Py

Théoréme 10 : Formule de changement de base pour les coordonnées d’un vecteur
On considére B et B’ deux bases de I'espace vectoriel E et P la matrice de passage de B a %'
Pour tout @ € E ona:

Matz (W) = P x Matg (W)

6  Rang d’une famille de vecteurs

Définition 12

Soit (u_>1, T ) une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E. On appelle rang de cette famille,
et on note rg(ug, ..., u,), la dimension de I'espace vectoriel F' = Vect(uf, ..., ).

Propriété 15

Soit (ug, . .. ,17”) une famille de vecteurs d'un espace vectoriel E de dimension finie et soit % une base
de F.
Le rang de la famille (U{, .. ,u_fl) est égal au rang de la matrice des coordonnées de cette famille dans

la base .
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Ce que je dois savoir faire :
Je dois savoir déterminer le rang d’une famille de vecteurs. Deux méthodes ici :
— On peut poser F' = Vect(u_>1, . ,lT;) et calculer la dimension de F'.
— Dans un espace de dimension finie, on peut déterminer le rang de la matrice des coordonnées
de la famille (uf,...,u,) dans une base.

Exemple 25 :

Onpose P=2X+1,Q=X>+1et R=2X>+2X +3.

Quel est le rang de la famille (P, @, R) de R[X]?

— Méthode 1 : On pose F' = Vect(P, @, R). Nous devons donc calculer la dimension de F' et le seul

moyen de calculer cette dimension est de trouver une base de F'.
Par définition de F, la famille (P, @, R) est une famille génératrice de F'.
Cette famille est-elle libre ?
On voit que R = 2Q) + P donc la famille (P, Q, R) est liée. (Si on ne « voit » pas, on peut toujours
chercher tous les réels a, b et ¢ tels que : aP 4+ bQ + cR =10.)
Comme R est une combinaison linéaire de (P, Q), on a F' = Vect(P, Q).
La famille (P, Q) est donc génératrice de F'. De plus c’est une famille de polynémes échelonnée en

degrés donc cette famille est libre.
Ainsi (P, Q) est une base de F, donc dim(F) = 2 et donc rg(P, Q, R) = 2.

— Meéthode 2 :
Notons %. = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X].
113
On a alors Matg, (P,Q,R)= |2 0 2 |. Calculons le rang de cette matrice :
01 2
113 1 1 3
rg 2 0 2 =1g 0 -2 —4 Lo+ Ly — 21,
01 2 0 1 2
1 1 3
=rg 0 -2 —4 L3<—2L3+L2
0 0 ©0
=2

On a donc rg(P, @, R) = rg (Matg, (P,Q, R)) = 2.

Propriété 16
Soit .# une famille de vecteurs d’un espace vectoriel E.
— .7 est libre si, et seulement si, rg(.%) = card(.%).
— Si E est de dimension finie alors .# est une base de E si, et seulement si, rg(.-#) = card(%) =
dim(E).

Remarque :
C’est tout simplement une reformulation de la propriété 13.

Cours BCPST2 Page 20 [Elspace vectoriels|




	Généralités sur les espaces vectoriels
	Définition
	Familles de vecteurs
	Combinaisons linéaires, sous-espace engendré
	Familles génératrices
	Familles libres


	Généralités sur les sous-espaces vectoriels
	Dimension d'un espace vectoriel
	Bases
	Coordonnées d'un vecteur
	Dimension
	Propriétés importantes des espaces de dimension finie
	Matrices et famille de vecteurs
	Rang d'une famille de vecteurs


