CORRECTION DU DEVOIR MAISON N9 5

Exercice 1 : Analyse

Partie I : formule du bin6me négatif

1. Méthode par récurrence :

(k-1
On pose, pour n € N*, Z(n) : « Vr € [1;n], (n) = g (k ) >.
r

r—1

r

1 L (k-1 0
Pour n =1, d’une part <1) =1 et d’autre part ,; (1 B 1> = <0> =1.

Donc £(1) est vraie.
Soit n € N* fixé tel que H(n) est vraie.
Pour tout r € [1;n],

1
(n T ) = ( " ) + (n) formule de Pascal
r r—1 r

= <r f 1) + ; (T _ 1) hypotheése de récurrence
n+1
-2(0)

1 n+1 E—1
De plus, pour r = n + 1, d’une part <ZI 1) = 1 ot drantre part Z <n +1- 1> (Z) -

n+1
1 k—1
Donc, pour tout r € [1;n + 1], <n + ) = E ( 1), c’est-a-dire que Z(n + 1) est vraie.
r

r—
k=r

n
n k—1
Gréce au principe de récurrence on a montré que | pour tout n € N* et pour tout r € [1; n]],< > = g ( >
r

Méthode « directe » :
Soient n € N* et r € [1;n] :
n

= —1
E ( 1) E (( ) ( )) formule du triangle de Pascal
r—

k=r k=r

n r—1 , .
somme télescopique

(1)~
(

3

) convention.
T

n (k-1
Pour tout n € N* et tout r € [1;n], = .
our tout n et pour tout r € [1;n] (r) Z( )
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2. a) Soit z €]0;1[ et (r,n) € N" tel que r < n. On a :
(1= &) frn(z) = i (k)xk B i (k)karl
o r r
k=r k=r
= (il " (k
_ i+l _ k+1
-2 (V)2 ()
i=r—1 k=r
n—1
(T . k+1 k bl LA
(2 () -0 0
r—1 Nk n
= (r B 1> x4 ; <r B 1) ot <T>x”+1 formule de Pascal
s k n
_ k n+1
2 ()0
k=r—1
= $fT,17n,1(ZE) — (n) IL'n+1.
r
Pour tout = €]0; 1], r et n entiers tels que 1 < r < n, (1 —2)frn(z) =xfro1n-1(x) — (n) U
r
b) Soit r € N fixé. Pour tout n € N tel que n > r,
n n! 1
Orn—-1 ~ mn,n—-2 ~ mn,...n—r+1 ~ ndonc,par produit d’équivalents, n(n—1)...(n—r+1) ~
n—+oo n—+oo n—+oo n—+oo
n".
. T . n n"
En effectuant une derniére multiplication, on obtient ( ) ~ —.
r ) n—+too 7!
N AV S T i
3. a) Pour tout z €]0;1[ et n € N, fo,(z) = Z (O)x = Zx =0
k=0 k=0
1
C 0;1[, Il mtl—0d li n(z) = .
omme z €]0; 1], Jm onc| lim Jon(x) .
) — (k\ & o ket
Pour tout x €]0;1[ et n € N, f1 ,(z) = ,; <1>z = ;kx = x;kx :
On a reconnait une somme partielle de la série dérivée de la série géométrique. Comme x €]0; 1], on a donc
. x
G finl@) = 557

b) Soit r € N* et x €]0;1].
.I]T_l ZCT_l
(@) ¢ li - = d t en dédui li - = —\
n a supposé que Nm fr—1n(x) A= onc on peut en déduire que lim fr—1n-1() Ao
n nrl.nJrl
De plus, d’aprés la question 2.b), "t~ , donc, d’aprés les croissances comparées et le fait que
r n—+o00 r!
n
x €]0;1], lim < >z"+1 = 0.
n—+oo \ 1

Par opérations sur les limites et grace a la question 2.a), on en déduit que

n—-+oo

En divisant par 1 — x # 0, on obtient

Partie II : développement en série de In(1 — z)

1. Soit x €]0;1[ et n € N*. On sait que pour tout ¢ € [0;z], ¢t # 1 donc Ztk =

,CCT_l z"
lim (1 — ). (z) = — .
11m ( ‘r)f; (‘r) T X (1 _ IE)T (1 _ IE)T
. a”
@) =
n—1 1_¢n
1—t°

k=0
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En intégrant pour t allant de 0 & = on obtient :

zn—1

1 _4n n—1 T
/ Z thdt =" / th at linéarité de lintégrale
0 k=070

0

= Z 1 simple calcul

_ £ i=k+1.
1

T1—t" " g
On ad bi dt = —.
n a don bien | [ 2= >*

tn
2. Soit « €]0; 1] et n € N*. On sait que pour tout ¢ € [0;2], 0 <1 —1¢ < 1, donc 0 < 1 ; <"
+1
Par croissance de l'intégrale, on en déduit que 0 < / / ek
0
anrl n
Or, lim =0 (z €]0;1]) donc par encadrement de limites, | lim dt =0.
n—+oom + 1 n—+oo Jo 1 —1

3. Soit x €]0; 1[ et n € N*. D’aprés la question 1. de cette partie

n

Zx / —dt—/ dt:—ln(l—x)—/ dt.

n n

x
D’aprés la question précédente on a donc lim — = —In(1 —2).
n—-+oo — n
+oo o
La série Z — est donc convergente et Z — =—In(1 —2).
n>1 n=1

Exercice 2 : Loi hypergéométrique
1. from random import randint

def hypergeometrique(n,nb_blanches,nb_rouges):
Nb=nb_blanches
Nr=nb_rouges
X=0
for _ in range(n):
if randint(1,Nb+Nr) <= Nb:
X+=1
Nb=Nb-1
else:
Nr=Nr-1
return X

2. X désigne le nombre de boules blanches obtenues en effectuant n tirages. On a donc nécessairement X (2) C [0; n].

Ainsi ‘ X(Q) c [0; N]. ‘

Comme nous venons de le voir, pour tout w € Q, 0 < X(w) <n.

Mais on peut aussi remarquer qu’étant donné que les tirages se font sans remise, on ne peut pas obtenir plus de boules

blanches que le nombre initial présent dans 'urne. Donc X (w) < Np.

Pour finir, toujours en raison des tirages sans remise, le nombre de boules rouges obtenue lors des n tirage (qui est

n — X) ne peut pas dépasser N,. On a donc n — X (w) < N,, c’est-a-dire X (w) > n — N,.
0< X(w)<n
n—NT <X(w) <Nb

ce qui peut se résumer en ‘ max(0,n — N,) < X (w) < min(n, Np). ‘

Pour résumer, on a {

3. On note A, I'ensemble de tout les tirages de n boules qui donnent k boules blanches. On cherche donc card(Ay,

On considére que toutes les boules sont différentes (par exemple numérotées).
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n
Pour cela on commence pas dénombrer le nombre de positions possibles de ces k boules blanches : il y a ( k) positions

possibles.
Ensuite, pour le choix des boules blanches il y a N,(N, — 1)...

(N — k 4 1) possibiliteés.

Et enfin, pour le choix des boules rouges il y a N.(N, —1)...(N, — (n — k) + 1) possibilités.

En résumé

card(A, ;) = (Z
B <Z> ) <szV j!k>! W, —](V;!— )

)Nb(Nb—l)...(Nb—k—l—l)xNT(NT—l)...(NT—(n—k:)—i-l)

Le nombre de tirages de n boules qui donne k£ boules blanches est <Z> X

(pN)!

(gN)!

(pN — k)!

(N — (n— )’

4. On a en fait [X = k] = A, ;. Tous les tirages étant équiprobables on a donc

card(A4, k)

PX =k) = card(92)

(n) x (p(llzfzi)k!)!

(gN)!
X aN=(n—R))!

N(N=1)...(N—n+1)

(g\)!

(pN)!
nl x k!(ppN—k)! X RGN = (=R

N!
(N—n)!

(pN)! (gN)!

 RpN—R) X a—R)(gN—(n—Fk))!

N!
n!(N—n)!

() ()

()

Pour tout k& compris entre max(0,n — N,) et min(n, Ny), P(X =k) =

() (%)

()

T

5.SiO§k<nNr,alorsnk>NTetdonc< i
n—

> = 0. Or dans ce car I’événement [X = k] est impossible car

on ne peut pas extraire plus de boules rouges que le nombre initialement présent dans I'urne. Donc P(X = k) = 0. La

formule précédente est donc encore valable.

N
Si k > N, alors k:b) = 0 et de nouveau I’événement [X = k| est impossible (on ne peut pas obtenir plus de boules

blanches que le nombre initialement prévu dans 'urne) donc P(X = k) = 0. La formule est donc encore valable.

T

Enfin, si £k > n alors n — k < 0 donc <
n—

k:> = 0 et de nouveau 'événement [X = k] est impossible (on ne peut

pas avoir plus de boules blanches que le nombre de tirages effectués) donc P(X = k) = 0. La formule est donc encore

valable.
‘ La formule de la question précédente est valable pour tout k € [0; N]. ‘

6. ([X = k])re[osn] €tant un systéme complet d’événements on a :

iP(X =K)=1 @ii(p’iv()fv’)lqivk) =1
%00 - ()
S O0) -0
2065

On a donc

en posant a = Np et b = Ng.
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7. Soit k € N et n € N.
Sik > n, k(Z) =0et n(nk 1> = 0. Donc la formule est vraie.
1

Sik<n, | '
H() =+ = g = ()

" ny (n-—1
V(k,n) € N* x N, k<kz> n(k—l)'

8. X étant une variable aléatoire réelle finie, F(X) existe et

Il
(e
4

= ()G
2

N
k=1 n)
pNY\ [ aN
k n—k

k=1

- N —1 N
ZPN (pk 1 )( 1 k:) question 7.

_ n—

pN —1 qN P
7 n—1—1

Il
—
:2‘»—*
S—

(7=
™

(=)

=

N —1 N
= (p Jlr q > Formule de Vandermonde
n—
N -1
= ( 1) car pN +gN =N
n—
n .
— X N question 7.

On a bien | E(X) = np.
9. X est une VAR finie donc X admet une variance.
D’aprés la formule de Koenig-Huygens, V(X) = E(X?) — E(X)?%
On utilise ici une astuce classique qui consiste & écrire que E(X?) = B(X(X — 1)) + E(X).
D’aprés la formule de transfert,

k=0
n Ny [ gN
_ (") (o)
=0+0+> k(k—1)~
= (n)
1 « pN\ [ gN
= k(k—1
n/ k=2
1 < N —2 N
= @ k:2pN(pN -1 (pk .y ) <nq— k) question 7. deux fois de suite
n—2
pN(pN —1) pN —2 gN ;
(17\17) ZZ:; i n—2—14 '
N(pN —1 N —2 N
_Pb (pN ) (p +q ) Formule de Vandermonde
(n) n-2
N(pN —1) (N —2
_D (ZEN) )(n2) car pN +gN = N
-1
=pN(pN — 1) x 7]7\:&7;] — 1)) question 7.
_ np(pN = (n—1)
N -1 '
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On a donc

V(X)

(= p)(N—n)

N -1

V(X)=EX(X -1)+EB(X) - E(X)?
_ mp(pN —D)(n—1)

_ 2
N1 +np — (np)
(PN —-1)(n—1)
= M ATy
np N —1 + np
 (N=D)m—1)+ (N = 1)1 np)
=np X N1
_ X—prnJanan
- N-1
_ np(1=p)(N = n)
N -1 '

10. On effectue maintenant ’expérience d’un seul tirage de n boules d’un seul coup dans une urne contenant N boules
au total, pN blanches et ¢N rouge. On note Q' 'univers de notre expérience et Y la VAR égale au nombre de boule
blanche présentes dans notre tirage.

N
On a ici card(Q') = < > (« sans ordre et sans répétition ») et Y/(2) C [0; n].
n

De plus, pour tout k € [0;n], card([Y = k]) = (

pN
k

blanches prises parmi les pN et n — k boules rouge prises parmi les ¢V).

Done, P(Y = k) =

o

|X et Y suivent la méme loi. |

N
) ( 4 k:> (principe multiplicatif appliqué au fait d’avoir k boules
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