BANQUE AGRO-VETO 2017 MATHS

CORRECTION

EXERCICE :

1. La matrice A est triangulaire donc on peut lire ses valeurs propres sur la diagonale. 0 est la seule valeur
propre de A.

De plus, apres résolution de I’équation AX = 0, on obtient :

Ey(A) = Vect 0

0
Comme (0) est une base de Ey(A), on a dim(Ep(A4)) = 1 # 3, donc A n’est pas diagonalisable.
0 0
0 0
0 0

000
et A3=10 0 0
000

w
)
SN—
o
=]
©
o}

ans cette question

AM = aA + BA? +4A3 = aA + A% et MA = aA + A% + A3 = oA + BA%.

Donc M € .¥.
b) On a ici :
0 0 O b ¢ 0 b=c=f=0
AM=MA<s |la b c]l=1e f 0] a=e=1
d e f h i O d=nh

a 0 0
Onadonc M= |d a 0| =al3+dA+ gAZ
g d a

4. D’apreés la question précédente, M € .7 si, et seulement si, M € Vect (I3, A, Az).

5. a) Ona M? =PAP™ ' x PAP™! = PA2P~! £ 0 car P et P~! sont inversibles et A2 # 0.
De plus M3 = PA?P~! x PAP! = PA3P ! =0.

Donc M € .7'.
2 2 =2
b) (i) M*=[0 0 0 | #0et M>=0.
2 2 =2
Donc M € .7,

(ii) M? étant la matrice de f? dans la base canonique de R3, on a par exemple f2(1,0,0) = (2,0,2) # 0.
On peut donc prendre 7 = (1,0,0).

(iii) Avec le choix fait dans la question précédente on a : B = ((1,0,0),(—1,1,0),(2,0,2)).
On cherche tous les réels a, b et c tels que :

a(1,0,0) + b(—1,1,0) + ¢(2,0,2) = (0,0,0) < a=b=c=0.

Donc la famille % est libre et card(#) = dim(R?) donc Z est une base de R>.
(iv) Comme
f(@)=0 7+1f(7)+0f2( )
F(f(T) =07 +0f(F) +11*(F)
FUPP() = 07 +0f () + 0£*(T)

la matrice de f dans la base A est = A.

S = O
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(v) A et M sont deux matrices associées au méme endomorphisme f mais dans deux bases différentes
donc, d’aprés la formule de changement de base, il existe P matrice inversible telle que M = PAP ™!,

c) (i) M? étant la matrice de f? dans la base canonique de R®, f? n’est pas Papplication nulle. Donc il
existe nécessairement 7 tel que f2(7) # 0.
(ii) On cherche tous les réels a, b et ¢ tels que :

2 —
a7 +0f(T) + cf*(7) = (0,0,0) = { Zjﬁgg)*:bé (@)=0

On a appliqué deux fois de suite ’endomorphisme f a ’égalité du départ.
On en déduit done que a2 + bf(2) + c¢f*(7) = (0,0,0) = a=b=c=0.
Donc la famille 4 est libre et card(#) = dim(R?) donc % est une base de R?.
(iii) Comme
f(T) =07 + 1f(7) + 0f*(7)
F(f(T) =07 +0f(F) + 1/°(F)
FFA) = 07 +0f () + 0F*(F)
0 0 O
1 00
010

A et M sont deux matrices associées au méme endomorphisme f mais dans deux bases différentes
done, d’apres la formule de changement de base, il existe P matrice inversible telle que M = PAP ™!,

la matrice de f dans la base A est = A.

d) D’aprés les questions 5.a) et 5.c), M € %' si, et seulement si, M est semblable & A.

PROBLEME :
I. Préliminaires

1
1 E(X) = 222
2
n
1)(2 1
2. Montrons par récurrence que la propriété Z(n) : ZkQ = (n+ )6( n+1) est vraie pour tout n € N*,
k=1
1x2x3
— Comme Xﬂ% =1, Z(1) est bien vérifiée.
— Soit n € N* fixé. Supposons que Z(n) est vraie.
On a alors :
+1
”ZkQ Zkz (n 1 1) _ (n+1(n(2n Jg D+6(n+1) _(n+1)(n 4;2)(271 +3)

Donc Z(n + 1) est vérifiée.
n
Gréace au principe de récurrence on a montré que pour tout n € N* Zkz =
k=1
3. Comme X est une variable finie, elle admet un moment d’ordre 2 et une variance. De plus :

nn+1)(2n + 1).

< 1 o onm+1)@2n+1)  (n+1)2n+1)
—ZkQP(X_k:)_Ex . - .

Donc :

_ Cn+D@n+1) (n+1)?2 p2-1
V(X) = E(X?) - (B(X))* = ; -l

I1. Etude d’un cas particulier
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1. Deux possibilités s’offrent a nous aprés une expérience : soit on a tiré une boule blanche et on a donc remis
2 boules blanches dans 'urne et dans ce cas X| = 2, soit on a tiré une boule noire et on a donc remis deux
boules noires dans 'urne et dans ce cas X; = 1.

Donc X1(Q2) ={1,2} et P(X; =1)=P(X;=2) =
2. On a X5(Q2) = [1;3]. De plus :

. (X7 suit la loi uniforme sur [1;2].)

DO =

- — 1 2 1
P(X2 = 1) = P(Bl ﬂBQ) = P(Bl)PE(BQ) = 5 X g = 5
R S p— 11 1 1 1 1 2 1
De méme, P(Xy = 2) = P((BiNB2)U(B1NBy)) = §X§+§X§ =3 et P(Xy =3) = P(B1NBy) = 3%3= 73

Donc X5 suit une loi uniforme sur [1; 3].
3. Montrons par récurrence que la propriété &(n) : X, suit la loi uniforme sur [1;n + 1], est vraie pour tout
n € N*.
— D’apreés les questions précédentes, Z(1) est vérifiée.
— Soit n € N* fixé. Supposons Z(n) vraie.
Avant la n+ 1™ expérience, I'urne contient au plus n+1 boules blanches et au moins une boule blanche.
Donc apreés la n + 1°m¢ expérience il y a entre 1 et n + 2 boules blanches. X, 1(Q) = [1;n + 2].

Pour tout k € X,,11(Q2), d’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet
d’événements ([X;, = i])ie[i;n41) ON &

n+1
P( n+l1 = k ZP Xn 7 (Xn+1 = k)
:0+Pu;:k—na&mexwl_m+P( = k)P, (X1 = k) +0

écriture qui n’a du sens que pour k #1let k#n+2
1 k-1 1 n+2-k

_n—|—1n+2+n—i—1 n—+ 2
1

n+2

Lo n+l 1
n+1 " n+2 n+1’

Pour k=1, on a P(Xp41=1) = P(Xp, = )Py, —)(Xnt1 = 1) =
Pour k=n+2,0na

Loon+l 1
n+1 " n+2 n+1’

P(Xns1=n+2)=P(Xn =n+1)Px,—pt1)(Xnt1 =n+2) =

Donc X, 4+ suit bien une loi uniforme sur [1;n + 2].

Grace au principe de récurrence on a montré que pour tout n € N*, X, suit une loi uniforme sur [1;n + 1].

4. D’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements ([X;, = i])ic[1;n+1]

on a: .
P(Bn+1)=zp i) Prx,—i) (Bnt1)
1 n+1 i

- n+1;n+2
B 1 (n+1)(n+2)
C(n+1D(n+2) 2
_ 1
=5

5. a) Y,(Q) = {%/k‘ € [[O;n]]}.

P(Yn=§> :P(Xn:k+1):n+1.
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0 siz<O
b) F(z) =<z sizel0;1].

1 siz>1
[nz+1]
c) PY,<z)=P(X,<nx+1)= Z P(X,, =1i), car X,, ne prend que des valeurs entiéres.
1=1
|nz + 1]

Donc P(Y, < z) = 1
n

d) Les valeurs prises par Y, sont dans l'intervalle [0;1] donc si x < 0, Fy, (z) =0et six > 1, Fy, () = 1.
Donc pour z <0 ouz > 1on abien lim Fy, ()= F(x).

n—-+4o00o
. . . . |nx + 1] . . .
si z € [0;1], d’apres la question précédente Fy, (x) = 1l et donc d’aprés les propriétés de la partie
n
entiére : 1
nx nx
< F < .
n+1 " v (@) n+1

. nT . nr+1

Or lim =z = lim .
n—+oo n + 1 n—+oo n 4+ 1
Ainsi, par encadrement de limites, lim Fy, (x) =z = F(x).
n—-+o0o

III. Retour au cas général

1. P(By) = Wl et d’aprés la formule des probabilités totales appliquée avec le systéme complet d’événements
(BI,FI) . s
P(B2) = P(B1)Pp,(B2) + P(B1)P5;(B2)
_ & « N +1 " & « N
N N+1 N N+1
Ni(Ni1+1+N2) Ni
N(N+1) N

2. a) D’aprés la description des expériences successives, on a X,,—1(2) = [N1; N1 +n —1].

Appliquons la formule des probabilités totales avec le systéme complet d’événements ([X,,—1 = k]) kE[N1;N14+n—1]

Ni+n—1
P(Bn)= Y P(Xn-1=kPx, ,—(Bn)
k=N1
Ni+n—1 ]C
= > PXp1=k)x —.
N+4+n-1
k=N1
Ni+n—1
On obtient donc bien Z kEP(Xp—1=k)=(N+n—1)P(B),).
k=N1
k+1 k

b) P[Xn—lzk]ﬂBn(Bn+1) = N——H’L et P[anlik‘}ﬂBin(Bn‘Fl) = N i n.

¢) La famille d’événements ([X,—1 = k] N By, [Xn—1 = k] N By)ke[n;Ny+n—1] forme un systéme complet
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d’événements. D’aprés la formule des probabilités totales on a donc :

Ni+n—1
P(Bn-i-l) = Z

k=N1

Ni+n—1

>

k=N1

1
N +n

N +n

—

" N+n
= P(By).

3. D’aprés les question 1.

Nl(N + n)
— N

<P([Xn—1 - k] N Bn)P[Xn_lzk]mBn(Brﬁl) + P([Xn—l

=k N B_n)P[Xn_lzk]mB_n(Bn-i-l)

(p([xn_l — KN Bn)]’;iz + P([Xn1 = K] m_n)Nin>

Ni+n—1
Z P([anl = k] N Bn) + k?(P([anl = k] N Bn) + P([anl = k] mB_n))
k=N P(Xn_1=k)

Ni+n—1
Z (P([anl = k] N Bn) + ij(anl = k))
k=N,

Ni+n—1 Ni+n—1
> P(Xp1=kNBy)+ Y kP(Xpq=k)
k=N, k=N,

formule des probas totales question 2.a)

(P(Bn) + (N +n—1)P(Bn))

- — (N +n)P(But1) =

N
et 2.c), P(By) Wl et d’aprés la question 2.a), F(X,)
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