CORRECTION DU DEVOIR MAISON N© 3

—1)n+1 1
1. Lorsque = € R™, la suite <( )m ) n’admet pas de limite car ((—1)""!) n’admet pas de limite et <—$> diverge
n neN® n
vers +00 ou est constante égale & 1 pour x = 0.
(-1
La série Z ——— est donc grossiérement divergente pour x € R™.
n
neN*

2. Dans cette question = est un réel strictement positif.

a) Pour tout p € N* :

1 1 .
Ug(pt1) — U2p = — Gr T2 + 1) > 0 = (u2p)pen~ est croissante
1 1 .
U2(p+1)—1 — U2p—1 = 2+ (2p)F < 0 = (u2p—1)pen+ est décroissante
1
Ugp — U2p—1 = _W — 0 lorsque p — 400

Les suites (u2p)pen+ €t (ugp—1)pen+ sont donc bien adjacentes.
Deux suites adjacentes sont convergentes et ont la méme limite. Notons alors S(z) la limite commune aux suites
(uzp)pen+ et (uzp—1)pen-
b) D’apres la question précédente, comme les suites (ug2p)pen+ et (ugp—1)pen+ convergent vers la méme limite, on peut
en déduire que la suite (uy,)nen+ est convergente.
(-1
Or u,, est la somme partielle d’indice n de la série Z -
nil)
neN*
71 n+1
Par définition, cela signifie que la série Z (#

. est convergente.

neN*
¢) Par propriété des suites adjacentes, on sait que :

Vp € N7, Ugp < S(x) < ugpta-

Et comme la suite (us,_1)pen+ est décroissante, us,r1 < Up_1.
P pe ’ p+ P
On a donc bien ug, < S(x) < ugpp1 < Uzp—1-

d) D’aprés la question précédente, pour tout p € N* : 0 < S(x) — Uop < Ugpt1 — Ugp.

1
Or U2p—1 — U2p = W
1
Donc, pour tout p € N*, 0 < S(x) — ugp < L
P
De méme, pour tout p € N* : ugp, — ugp—1 < S(x) — ugp—1 < 0.

1
< S(SC) — U2p—1 < 0.

Donc, pour tout p € N*, e S
P

1
En conclusion, pour tout n € N*, ——— < S(x) — u,, < ———, c’est-a-dire
(n+1)* (n+1)*
T
z) — Up| < ————.
(n+1)

e) def valeur_approchee(x,eps):
’?’étant donné x et eps réel >0, renvoie une valeur approchée
de S(x) & eps prés’?’
u=1
n=1
while 1/(n+1)**x > eps:
n+=1
ut=(-1)**x (n+1) /n**x
return u

3. Soient x € R™ et p € N*.
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De plus,
2p p
1 1 1
DI FA N T
k=1 i=1 i=1

On en déduit que

k=1 1 =1 =t
S N R - S NI
= k—z— XQ_JZ@_Zi k_Z*2$_1Zk;—z
k=1 i=1 k=1 =l
2 1 n 1 2n 1
4. a) D’apres la question précédente, utilisée avec x =1 : v, = ; ko ; ke k=n+1 b
— = =n

1
b) Oun considére la fonction f définie sur R\ {—1} par f(z) = T2
x
X . - 1 k
D’aprés la question précédente on a v, = — Z flt—1.
n n

k=1
La fonction f étant continue sur [0; 1], d’aprés le théoréme de la moyenne (aussi appelé théoréme des sommes de

Riemann),
li L En f i /1 ft) dt
im — — )= .
n—+oo 1 1 n 0

1
1
Donc S(1) = lim vn:/ —— dt =1n(2).
o 1+t

n—-+oo

5. D’aprés la question 3. utilisée avec x = 2 et en faisant tendre p vers 400, on a :

+oo +oo
1 1 1
S@=> m- 3
k=1 k=1
72 1 72 72
= — — — X — = —,
6 2 6 12
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