CORRECTION DU DEVOIR MAISON N© 14

1. a) Posons V = —In(U). On sait que U(2) =]0; 1], donc V() = [0; +o0].
Notons Fy la fonction de répartition de V' = —In(U). Par définition, pour tout z € R, Fy(z) =
P(—In(U) < z).
Siz <0, Fy(x) = P(V < z) =0 car [V < z] est impossible.
Pour = > 0,

=PU=>=e") exp strictement croissante
=1-PU<e™®)

=1-PU<e™™) U VAR a densité
=1-e" e " €]0;1]

En résumé, Fy(x) = .
v(@) 0 siz <0

On reconnait la fonction de répartition d’'une VAR & densité suivant une loi exponentielle de paramétre
1, donc — In(U) suit une loi exponentielle de parameétre 1.

{1—e_$ siz>0

b) from random import random
from math import log

def Y(n):
return max([-log(random()) for
c) def espY(n):
E=0
for _ in range(1000):
E+=Y(n) /1000
return E

in range(n)])

def S(n):
s=0
for k in range(l,n+1):
s+=1/k
return s

N=[n for n in range(1,100)]
L=[espY(n)/S(n) for n in N]
print (L)

E(Y,
Les valeurs affichées dans la liste L sont trés proches de 1. On peut donc penser que lim (¥n) =1

n—+o0o S

2. Par définition, pour tout =z € R, F,(z) = P(Y,, < z).

Comme les variables X sont a valeurs dans [0; +00], Yj est aussi a valeurs dans [0; +oc[. Donc, pour z < 0,
F,(z)=0.
Pour = > 0,

Fa()

(X1 <z]n...Nn[X, <

P x]
P(X;<z)x...x P(X, <
(1-

)

) par indépendance des X,

n . ~ .
) car les X, suivent toutes la méme loi

0 six <0

Pour résumer, on a bien F,(z) = {(1 B eﬁ”)n 2S00
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La fonction z — 0 est de classe €' sur | — co; 0] et la fonction x +— (1 —e %)™ est de classe €' sur RT. Donc
F,, est de classe €' sur R*.

La fonction F,, est donc aussi continue sur R*.

De plus, xlirél_ Fo.(z)=0= xli%l+ F,(z) = F,(0) donc F,, est aussi continue en 0. Ainsi, F,, est continue sur

R.

Donc Y, est une variables a densité et on obtient une densité de Y;, en dérivant F}, 14 ol c’est possible et en
« complétant » par une valeur arbitraire positive les points « manquants ».

Une densité de Y, est la fonction f,, définie par

0 siz <0

ne % (1 - e_x)n_l siz > 0.

Vz €R, fo(z)= {

3. a) On pose, pour tout n € N, Z(n) : «Vu € [0;1], (1 —u)" =1 —nu ».
Pour n =0, (1 —u)’ =1et 1 —0u =1 donc #(0) est vraie.
Soit n € N fixé. Supposons que Z(n) est vraie.

On a alors
(I—u)"™=(1—-u)"x(1—u)>(1-nu)x(1-u),
car 1 —u > 0.
Or (1 —nu)(l—u)=1—(n+Du+nu®>>1—(n+1)u car nu? > 0.
Donc (1 —u)"™ > 1 — (n + 1)u, c’est-a-dire 2(n + 1) est vraie.
Gréace au principe de récurrence on a montré que, pour tout n € N et pour tout u € [0;1], (1 — )" > 1 — nu.
Autre méthode : étudier la fonction u— (1 —wu)™ +nu — 1 sur [0;1].
400
b) / (1 — F,,(x))dz est impropre en +oo car x — 1 — F,(x) est continue sur [0; 4o00].
0
Pour tout x > 0, e™* € [0;1] donc (1 —e™)" > 1 —ne™ *.
On en déduit donc que pour tout = > 0 :

0<1—-F,(z) <ne ™
+oo
Or on sait que / e *dx est une intégrale convergente. Donc d’aprés le théoréme de comparaison
0

+oo
pour les intégrales de fonctions positives, / (1 — F,,(x))dz est une intégrale convergente.
0

T

m xze * = 0, donc par

De plus, 0 < z(1 — F,,(x)) < nze™ . Or, d’apreés les croissances comparées, h+
T—r+00

encadrement de limites, lim z(1 — F,(z)) = 0.
T—r+00
4. a) On pose, pour tout z € [0; A] :

u(z) = —x u'(z) = -1

V(1) = —fo(z) v(x)=1- F,(x)

La fonctions u et v sont de classe € sur [0; A], par intégration par parties :

A A
| ettt = ot = Bl + [0 - B
0 0

A
_ /O (1= Fy(@))da — A(1 — Fy(A)).
A

b) D’aprés la question 3. (b), / (1 — F,,(z))dz admet une limite finie lorsque A — 400 et
lim A(1- F,(A)) =0.

400 +o0 400
Donc / x frn(x)dx est convergente et / zfn(z)de = / (1 — F(x))dx.
0 0 0

0
x fn(x)dx est convergente et nulle.
o

Comme f,, est nulle sur | — oo; 0], /

+oo
Donc Y,, admet une espérance et E(Y,,) = / (1 — Fy(x))dz.
0
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5. On souhaite donc effectuer le changement de variable t = 1 — e ™%, La fonction z — 1 — e~ % est de classe €*
sur [0; +00[, strictement croissante et & valeurs dans [0; 1[. De plus dt = e *dx.

D’apres le théoréme de changement de variable généralisé on a donc

400
E(Y,) = /0 (1- (1 - e)")da

1 1
1 1—¢t"
— [a-mx = [
0 1—1 0 11—t

n—1

1"
Or on sait que pour tout ¢ €]0; 1], = Ztk.
-t

1

Donc

n—1 .1 n—1
1
k=070 k=0
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