BANQUE AGRO-VETO 2019 MATHS

CORRECTION
EXERCICE :
1. Soit k € N*, considérons I’épreuve de Bernoulli « au n-éme lancer on obtient un face ». La probabilité de
1
succes est P(F,) = 5

Les lancers sont indépendants, les épreuves de Bernoulli considérées sont donc indépendantes. La variable
aléatoire T désigne donc le rang du premiers succés dans une succession illimitée d’épreuves de Bernoulli
indépendantes et de méme paramétre.

1 1
La variable aléatoire 7" suit donc une loi géométrique de paramétre 3 et ainsi E(T) = 2 =2et V(T) =
11
2 _
2o

4
2. L’événement [T > n] est réalisé si, et seulement si, les n premiers lancers ont donné pile.

On adonc [T > n] = F1N...NF, et, comme les lancers sont indépendants : P(T > n) = P(Fy)x...x P(F,) =

an’
+o0o
Autre méthode : [T > n| = U [T = kK.
k=n+1

3. (on wa ici redémontrer la propriété d’invariance temporelle de la loi géométrique).

Prsn)(T >n+m) = P(T > ;]((;[Z:)n—!—m]) = P(g(;z—;)m) car [T >n+m] C [T > n]

1
— n _ _~— __
= Snvm x 2" = o = P(T > m).

On peut dire que la loi géométrique est sans mémoire : le fait d’avoir eu n échecs ne change pas la probabilité
d’en avoir encore m ensuite.

4. p1 = P(S =1) =0 car il faut au moins deux lancers pour faire un double face.

1
pp=P(S=2)=PF1NEk)= 7 car les lancers sont indépendants.

_ 1
ngP(S:?)) :P(FlﬂFngg) = g
pr=PS=4)=P(FINFKNEBNF)UFINHNFBNE))=P(IINFRAFBNF)+P(FNFKRNENF),

car on a une union d’événements incompatibles.

2 1

Toujours par indépendance des lancers, on obtient py = =%
3 5 1
O déduit ¢1 =1 =- =—etq=-=.
n en dedult qi y 42 47(13 Se 44 5

n
5. [S>n]=[S<n]= ]IS =k
k=1
Ayant une union d’événements incompatibles deux & deux, on en déduit que

P(S>n)=1-> P(S=k)=1-> pp=qn

k=1 k=1
6. Une probabilité étant toujours comprise entre 0 et 1, d’aprés la question précédente, pour tout n € N*
qn € [O§ 1]'
De plus, [S > n+1] C [S > n] donc ¢,+1 < gy, et ainsi la suite (g,) est décroissante.

La suite (g,) est donc décroissante et minorée, donc elle est convergente.

7. L’astuce consiste ici & remarquer que [S =n+ 3] =[S >n|NF,11 N FhioN Fyys.
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10.
11.

12.

13.

On a donc :
Pnt3 = P(S > n) X Pgsp)(Fat1) X Bsomnrom (Fnt2) X Posninmng, . (Fnts)
1

:an§

Par définition de ¢, on a alors :

qn
dn+3 = qn+2 — Pn+3 = qn+2 — g

On a montré que lim ¢, = ¢ € [0;1].
n—-+00

Par composition de limites on a aussi lim ¢p43 =F¢et lim ¢q,y9 =",
n—-+o0o n—-+o00

1
Par propriété d’unicité de la limite, on a donc £ = £ — 3 et donc £ = 0.

Ainsi lirf gn = 0 ce qui signifie qu’on est presque certain d’obtenir un double face aprés un grand nombre
n—-+0oo

de lancers.
Dans cette question, I'astuce consiste & distinguer le résultat du premier lancer. D’aprés la formule des
probabilités totales avec le systéme complet d’événements (Fy, F;) on a

P(S >n+2) = P(Fy)Pg (S > n+2) + P(F)Pp(S > n +2)

1 1

I1 faut ensuite remarquer que lorsqu’on sait que Fj est réalisé dire que [S > n + 2] revient a dire qu’on a
obtenu pile au deuxiéme lancer et qu’ensuite a partir du 3éme lancer, tout peut se produire, ¢’est comme si
on reprenait I'expérience a 0 et qu’on obtenait I’événement [S > n].

Donc Pp, (S > n+2) = P(Fy) x P(S > n).

De méme, le fait de savoir qu’on a fait pile au premier lancer n’impose aucune contrainte & partir du

deuxiéme lancer et donc c’est comme si on repartait de 0 et qu’on obtenait ’événement [S > n + 1]. Donc
Pr(S>n+2)=PS>n+1).

1 1
En conclusion, on a P(S >n+2) = ZP(S >n)+ §P(S > n+ 1) et donc on a la relation demandée.

1-V5 1+V5
et ro = 1T

Montrons que le systéme proposé est de Cramer. Pour cela, il suffit de montrer que la matrice associée a ce
systéme est inversible en calculant son déterminant :

Les racines sont r; =

T2 2 2 L V5
=riry —rirg =rira(re — 1) = —— X — # 0.
2 2 173 — T2 1r2(re — 1) 1 B #

Il existe donc un unique couple (A, B) solution du systéme donné.

D’aprés notre cours, on sait qu’il existe A et u tels que :
Vn € N* g, = Al + ury.

En évaluant pour n = 1 et n = 2 on trouve que A et p sont solution du systéme de la question 11.
Or on a prouvé que ce systéme admet une unique solution que nous avons noté (A, B) donc A = A et u = B.
En conclusion, Vn € N*, ¢, = Ar]' + Bry.

ri ri\" 1
Ona—=|—] —O0car|r|<rydonc |—|<1.
Ty 79 72

Ainsi Arl' = o(Br%) et donc ¢, ~ Bry.
n—+oo
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PROBLEME :

I. Contexte
Un4-2
1. Notons X,, = | tp41 |- On a alors :
Unp,
Un+3 Up42 + Dupy1 + cup
Xn+1 = | Un+2 | = Un+2 = AX,.
Un+1 Un4-1

On montre alors par une récurrence rapide (je vous laisse la faire) que, pour tout entier n, X,, = A" X.
On a bien montré le résultat demandé.

II. Premier exemple

2. Déterminons les valeurs propres de A. On cherche tous les réels A tels que A — A3 n’est pas inversible,
c’est-a-dire tels que rg(A — AI3) < 3. Or on a :

2—X 1 =2
rg(A—M3) =rg 1 -2 0
0 1 =X
1 -2 0
=rg 0 1 =X permutation circulaire des lignes
2—XA 1 =2
1 - 0
=TIg 0 1 A L3<—L3—(2—)\)L1
0 1+2X\—A* -2
1 =X 0
=rg|0 1 Y L3 < L3 — (1+2\— ALy
0 0 —24A+202-)°

Ainsi, A est une valeur propre de A si, et seulement si, —2 + A + 2\% — A% = 0.
Or 24+ A+2X2 =X = —(A = DA+ 1)(A —2).
Donc les valeurs propres de A sont 1, —1 et 2.

A est une matrice de .#5(R) admettant exactement trois valeurs propres distinctes donc elle est diagonalisable.

3. D’aprés la question précédente il existe une matrice P € .#5(R) inversible telle que : A = PDP™! avec

1 0 0
D=0 -1 0
0 0 2
On peut alors montrer par une récurrence rapide (a vous de le fazre cf. cours) que A" = pPD"P L.
1
Comme D est une matrice diagonale on a D" 0 —1 et donc :
0
1 00 0 00 0 00
A"=pP([lo 0o ol+(-D)"|0 1 0)+2"|0 0 O] |P!
0 00 0 00 0 01
100 0 00 0 00
=P[0 0 O P_1+(—1)"P 01 0P t+2"P|0 0 0|P!
0 00 0 00 0 0 1
1 00 0 00 0 00
Enposant By =P |0 0 0| P L. Ry,=P|0 1 0| P L etRs=P |0 0 0| P!, onabien lécriture
0 00 0 00 0 01
demandée avec Ry, R et R3 matrices de .#3(R).
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Un 42 U2
4. D’aprés la question 1. on a | upy1 | = A" | wg
Unp, Ug

Les coefficients de la matrice A" étant tous de la forme = + y(—1)" 4+ 22" d’aprés la question 3., en effec-

U2
tuant le produit de A™ par | u; | on obtient une matrice colonne avec des coefficients encore de la forme
uQ
ot (=)™ 4 ... 2" et donc on a bien u, = a2™ +  + y(—1)".
Un+42 U2 U2
On peut aussi remarquer que (O 0 1) Upt1 | = up et donca = (O 0 1) Ry |lu |, 0= (0 0 1) Ry | wq
Up, uo Uo
U2
ety=(0 0 1)Ry |w
Uuo

III. Second exemple

5. De méme que dans la question 2. déterminons les valeurs propres de la matrice A de cette partie.

4—-X =5 2
rg(A—MN3) =rg 1 =X 0
0 1 =X
1 -2 0
=1g 0 1 =X permutation circulaire des lignes
4—-X =5 2
1 —-A 0
=T1g 0 1 -2 L3(—L3—(4—)\)L1
0 —5+4A—) 2
1 = 0
=rg|0 1 Y L3+ L3 — (=5 +4X\ — \}) Ly
0 0 2-5A+4)\ -\

Ainsi, A est une valeur propre de A si, et seulement si, 2 — 5A + 422 — \3 = 0.
Or 2 —5X+4X% - X = —(A—1)*)(\ - 2).

Donc les valeurs propres de A sont 1 et 2.

1 -1 0
De plus, en reprenant nos calculs de rang, rg(A —I3) =rg |0 1 —1] =2 donc, d’aprés le théoréme du
0 0 O
rang dim(F;(A)) =3 -2=1.
1 -2 0
Et rg(A—2I3)=rg|0 1 —2)] =2doncdim(E2(A)) =1
0 0 O

Ainsi dim(F4 (A4)) 4+ dim(E2(A)) = 2 # 3 donc A n’est pas diagonalisable.
6. Soit X € D = Vect(U).Il existe donc a € R tel que X = aU.
On a alors, AX = aAU = a x 2U = (2a)U € D.
D est donc stable par A.
—4
7. a) Notons P = Vect(V,AV). Ona AV = | 0
2
On remarque donc que la famille (V, AV) est libre car formée de deux vecteurs visiblement non propor-
tionnels. Par définition la famille (V, AV') est aussi génératrice de P.
Donc (V, AV) est une base de P, ce qui implique que dim(P) = 2, c’est-a-dire P est un plan vectoriel.
~12
b) A2V = [ —4 | = —2V +3AV. Donc A%V € P.
0
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c¢) Soit X € P. Par définition de P il existe a et 5 deux réels tels que X = oV + SAV.
On a donc AX = aAV + A%V = =28V + (a + 38)AV, ce qui implique que AX € P.
P est bien stable par A.

IV. Résultats sur les droites et plans stables par une matrice de .#3(R)

8. e Supposons que D est stable par A. Comme U € D, on sait donc que AU € D = Vect(U). 1l existe donc
un réel a tel que AU = aU. Comme U est supposé non nul, on en déduit que U est un vecteur propre
de A.
e Supposons que U est un vecteur propre de A. Alors il existe un réel A tel que AU = \U.
Soit X € D = Vect(U). On sait qu’il existe a tel que X = aU, donc AX = aAU = a\U € D.
Ainsi, D est stable par A.
9. a) e Supposons que P est stable par A.
Comme X7 et X5 sont des éléments de P, par définition d’un espace stable, on peut dire que AX;
et AXy appartiennent a P.
e Supposons que AX; et AXy appartiennent a P.
Soit X un élément quelconque de P. Il existe alors « et 8 des réels tels que X = aX; + SXs.
On a alors AX = aAX7+ BAXs. Comme P est un sous-espace vectoriel, on en déduit que AX € P.
Ainsi P est stable par A.
b) Comme X3 est un vecteur non nul normal & P, on sait qu'un vecteur appartient a P si, et seulement
s’il est orthogonal & X3s.

Donc
AX1 € P& (AX1] X3) =0 & (AX1)X3 =0e X1 'AX; =04 (X1] 'AX3) = 0.
AX, appartient & P si, et seulement si, X; est orthogonal & ‘AX3.

¢) On a montré que P est stable par A si, et seulement si AX; et AX5 appartiennent a P.

D’aprés la question précédente, P est donc stable par A si, et seulement si ‘A X3 est orthogonal a X et
X5 donc a P.

Or les vecteurs orthogonaux & P sont tous colinéaires a X3. (Ceci est un peu a la limite du programme

de BCPST...)
Donc P est stable par A si, et seulement si ‘A X3 est colinéaire & X3 ce qui signifie que X3 est un vecteur
propre de ‘A.

V. Fin du second exemple

10. Les droites vectorielles stables sont les droites engendrées par des vecteurs propres de A.

4 1
Or Ey(A) = Vect | | 2 et Fy(A) = Vect 1
1 1
4 1
Les droites vectorielles stable sont donc Vect 2 et Vect 1
1 1
11. Les plans vectoriels stables par A sont les plans normaux aux vecteurs propres de 'A.
1 1
De plus E;('A) = Vect -3 et By ('A) = Vect -2
2 1

Les plans stables par A sont donc

x x
P = y| € M1(R)/x—3y+22=0, et P, = y| € M1(R)/z—2y+2=0
z z
4
12. On choisit U; = | 2
1
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Pour que la droite engendrée par U, soit stable par A il faut que Us soit un vecteur propre de A. Pour qu’il

ne soit pas colinéaire a U; il faut que ce soit un vecteur propre associé a la valeur propre 1. On choisit donc
1

U,= |1
1
Le plan engendré par Us et Us doit étre un des deux plans déterminés dans la question précédente.
On remarque que Us appartient aux deux plans. Il semble donc qu’on puisse choisir 'un ou 'autre. Mais il
faut aussi s’assurer que (U, Uy, Us) soit une famille libre donc il ne faut pas que Us soit dans un plan qui
contienne U et Us.
On remarque alors que Uy € P; donc il faut choisir U3 dans Ps.
1
On prend donc U3 = | 0
-1
Il reste & vérifier que la famille (Uy, Uz, Us) est bien une base de .#31(R) :

4 1 1 5 2 0
rgMat:@C(Ul,Ug,Ug):rg 21 0 =rg|2 1 0 | L1+ Li+Lj
1 1 -1 1 1 -1
1 0 0
=1g 2 1 0 L1<—L1—2L2
1 1 -1
=3

La famille (Uy, Uy, Us) est bien une base.
13. On a donc u; = (4,2,1), ug = (1,1,1) et ug = (1,0, —1).

a) Par construction des vecteurs de %, on sait que f(u1) = 2uy, f(uz) = ug et aprés calculs on a f(uz) =
(2, 1, 0) = ug + us.

2 00
Donc Matg(f) = {0 1 1
0 01

2 00
b) On pose B = |0 1 1]. A et B représentent le méme endomorphisme f mais dans deux bases
0 01
différentes. D’aprés la formule de changement de base A et B sont semblables.
2" 0 0
¢) On peut montrer par récurrence que B" = 0 1 n
0 0 1
Un 42
14. De méme que dans la partie II. on peut montrer que X,, = | u,411 | = A" Xo.
Un,

Or A" = PB"P~!, donc le résultat du calcul de PB"P~!X{ donne des coefficients de la forme a2™ + 8+ n,
donc u,, est de cette forme.
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