ENS riLIERE BCPST 2017

Plusieurs parties de ce corrigé sont copiées du corrigé d’un généreux collegue.

Partie 1 (solutions constantes)

1-1.

Partie 2 (a1 =ay =2, c = —5

2-1.

2-2.

2-4.

. (X,Y) est solution de {

x1, T2, Y1 et yo sont des solutions constantes si, et seulement si :

y1=y2=0
(a1 +c¢)xry —cre =0
—cx1 + (e —ag)ry =0

On remarque alors que x; et x9 sont solution d’un systeme dont le déterminant est —(a; + a2)c + ajag, qui
est donc supposé non nul. z1 et £ sont donc solution d’un systeme de Cramer dont 'unique solution est la
solution évidente 1 = x9 = 0.

. Dans ce cas x1 et z9 sont solution d’un systéme qui n’est pas de Cramer et qui admet au moins la solution

nulle comme solution donc ce systeme admet une infinité de solutions.

Il y a donc des solutions non nulles.

3
2

Supposons z et y solution du systéme donné. z et y sont alors des fonctions € et on a 2" = 3’ donc z est
bien solution de I’équation différentielle donnée en indication.

L’équation caractéristique de cette équation différentielle linéaire d’ordre 2 & coefficients constants est 2 +
2r + (1 4+ w?) = 0. Elle admet deux solutions complexes —1 = iw.

Il existe donc (4, B) € R? tels que

{ z(t) = et (Acos(w
y(t) =a'(t) = e7'(

t) + Bsin(wt))
(Bw — A) cos(wt) — (Aw + B) sin(wt))

0 0
Avec les conditions initiales on obtient A = z(0) et B = M
w

En résumé si (z,y) est solution du systéme donné alors

z(t)=e! <£U(O) cos(wt) + M sin(wt)

(1 +w?)2(0) +y(0)

yi0) =" (3(0) cosr) - sinfr)

Réciproquement, ces fonctions sont bien solution du systéme donné.

Pour la premiére inégalité il suffit de remarquer que (u+v)? = u? + 2uv + v? et comme u et v sont positifs,
2uv > 0.

Pour la deuxiéme inégalité 2(u? + v2) — (u +v)? = u? — 2uv +v% = (u —v)? > 0.

X' =Y

Y = -2X -2V °

X(t) = e (X(0) cos(t) + (X(0) + ¥ (0)) sin(t))
Y t

s : )
D’apres la question 2-1 avec w = 1, on a donc { (#) = et (Y(0) cos() — (2X (0) + Y (0)) sin(t)) °

X! =Y,

Apres calculs on obtient { Y/ = —5X, —2V; °

Xi(t)=et (Xi(O) cos(2t) + w sin(2t)>

Yi(t) =e! <YZ(O) cos(2t) — w sin(2t)>

D’apres la question 2-1 avec w = 2, on a donc
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2-5. Comme z; = X; + X et y; = Y; + Y on peut en déduire une expression explicite des fonctions x1, xo, y1 et
Y2 !

21(0) + 22(0) + 1(0) + y2(0)
2 2

z1(0) ; 22(0) cos(2t) + 21(0) — x2(0) Iyl(o) —42(0) sin(2t)>
ot (901(0) + x2(0) 21(0) + 22(0) +y1(0) + 32(0)
2 2
z2(0) ;’61(0) 22(0) — z1(0) Iy2(0) —1(0) sin(2t)>
n(t) = et <y1(0) -QF y2(0) cos(t) — 221 (0) + 2962(0)2+ y1(0) +42(0)
y1(0) — y2(0)
2

yz(t) — ot <y1(0) + yQ(O)

21(t) = et (ﬂfl(o) + 22(0)

cos(t) + sin(t)

_l’_

cos(t) + sin(t)

+ cos(2t) +

sin(t)

cos(2t) — 521(0) — 5902(0)4+ y1(0) — y2(0) sin(2t)>

~ 221(0) + 222(0) 4 y1(0) + 32(0)
2

572(0) — 5331(0)4+ ¥2(0) —y1(0) sin(2t)>

Grace a l'inégalité triangulaire et au fait que les fonctions sinus et cosinus sont bornées par 1, on a par
exemple :

_|_

cos(t) sin(t)

2

¥2(0) — y1(0)

* 2

cos(2t) —

) < (GO + a1+ T 1+ )]

On procéde de méme pour xo, et pour y; et yo on obtient :
(9 9 7 7
@) <o (0] + a0+ 5l 0]+ 1l(0)]).

On a donc
21 ()] + 22 ()] + [y ()] + ly2(8)] < 87" (|21(0)] + |22(0)] + [y1(0)] + [y2(0)])-

2-6. On a :

1 ()] + z2(6)])* + (p ()] + [y2(t)])*  dapres 2-2

21 (8)] + |z2(t)] + [y1 (8)] + [y2(8))* dapres 2-2

e (|21(0)] + |22(0)] + [y1(0)] + [y2(0))*  d’apres 2-5
28 ((|21(0)] + |22(0)))* + (|92 (0)| + [y2(0))*) ~ dapres 2-2
562 (|z1(0)[* + |z2(0)* + |y1(0)]* + [y2(0)[*) ~ d’aprés 2-2

af(t) +a3(t) + yi(t) + y5(t)

INCINCIN NN
T o

Attention les deux constantes C' de l’énoncé ne sont pas les mémes, ce qui peut étre déstabilisant...

2-7. Dans cet exemple
21(t) = 2(t) = et ((1 +v/5) cos(t) + (3 + V5) sin(t))
y1(t) = yo(t) =e™* <2 cos(t) — (4 + 2V/5) sin(t))

L’astuce consiste ici a calculer explicitement CEZQ + y? Le choix des conditions initiales fait que le terme en
cos(t) sin(t) s’annule ((1++/5)(3 ++/5) — 2(4 + 2v/5) = 0).

On a donc l'existence de deux réels non nuls a et S tels que
zi(t) + 235(t) + yi(t) + y3(t) = e 2 (a® cos®(t) + B2(t) sin’(2)) .

min(a?, 5%)

En posant alors D =
21(0) + 23(0) + 7 (0) +y3(0)

> 0, on obtient I'inégalité demandée.
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Partie 3

3-1.

3-2.

3-3.

3-4.

2
La premiere inégalité provient tout simplement de <\/§x + > > 0 et la deuxieme inégalité provient de

(veeif) =0

D’apres la question précédente, pour tout € > 0 :

Y
£

NG

1 1
(v —e)a? + (ﬁ—g>y2§ax2+2xy+ﬁy2§(a+€)x2+ <B+E>y2.

1
On se fixe alors g tel que E < g9 < a. Ceci est possible grace a ’hypothese a8 > 1 qui permet d’avoir

— < « et donc on peut trouver un réel entre ces deux nombres.

B
On cherche alors C' tel que
1 1 1 1
C> ) C> D) _< - ) _< - .
a+gg 54-60 cSa—c, & B %
1 1 1
Il suffit donc de prendre C' = max [ o + &9, 8 + —, 1 |-
g0 x—¢&p ﬁ—a

Pour tout ¢t > 0 :

M-

@
I
-

F1t) =) (eami(t)ai(t) + z3(t)ya(t) + zayi(t) + Bys(t)y;(t))

I
AMN

N
Il
—

(qiyszi + y7 + (zi + By)vi)

(cwyims + 7)) + (21 + Byr)yh + (22 + By2)yh

I
.MN

@
Il
-

I
AMM

N
Il
—

(cvyimi + 7)) — arx} — 2z1y1 + c(2] — 2122) — a1 B1y1 — 2By3 + Be(ziyr — v2y1)

— agry — 2w9ys + c(x5 — T129) — azfrays — 28Y5 + Be(zays — T1Y2)

I
AMN

[(—a; + )a? + (0 — 2 — ;B + cB)ziyi + (1 — 2B)y?| — 2cwi20 — Be(2oys + T1Y2)

=1
—Bc

D’apres 3-1 avec 2 X x1 X 52 y27 on a :
2.2 2
c

—Beriys < 2’51‘% + p y2.

4e

De méme pour —fBcxoy;.

Et on a aussi —2cx179 < |c| X 2|z122| < |c|(z? + 22).

En réunissant tout cela, on obtient bien :

’ 2 2 5202 2
f(t) < Z —(a; —c—|c| —e)xi + (s =2 —a; B+ cB)ziy; — (26— 1 — = )Y
i=1

Considérons dans un premier temps, comme le suggere 1’énoncé, le cas particulier ¢ = 0. On choisit 5 > 1/2,
de sorte que 'inégalité (1) soit satisfaite.

On choisit alors, pour tout i € {1,2}, a; = 2+ a;3, de sorte que I'identité (2) soit satisfaite. Ces choix des
nombres «; et [ garantissent que les inégalités (3) sont satisfaites. La stricte positivité des réels a; justifie
I'existence d’un réel strictement positif € satisfaisant les inégalités (4).
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Traitons maintenant le cas ¢ # 0. Fixons, comme le suggeére aimablement 1’énoncé,

02 2

4
° 4,(1[sic<0,€€]%,a—20[sic>0.

B=—, a=2+p(a;—c)pouriec{l,2} etae}
¢

2 2

e Observons d’abord que 'écriture }Cz,a[ dans le cas ¢ < 0 et ]Cz,a - 20[ dans le cas ¢ > 0 a bien

un sens, autrement dit on a bien CZ <asic<0et CZ < a—2csic> 0 compte tenu de '’hypothese
—2y/a < ¢ < 2y/4 +a — 2. En effet,

— dans le cas ¢ < 0, —2v/a < ¢ < 0 implique ¢? < 4a;

— dans le cas ¢ > 0, 0 < ¢ < 2y/4+a — 4 implique ¢* < 4(4 + a) — 16y/4+ a + 16, ou encore

2
CZ <8+a—4vVd+a<a-—2c
: B2 de . . . NV . L
e Onad’abord 28 —1 — —— = — — 1, qui est bien strictement positif d’apres le choix de ¢ fait ci-dessus.
c

L’inégalité (1) est donc vérifide.
e Le choix de «; garantit que les identités (2) sont satisfaites.
e Procédons par disjonction de cas pour vérifier les inégalités (4).

— Premier cas : ¢ > 0. On a alors choisi € de sorte que l'on ait, pour tout i € {1,2}, ¢ < a — 2¢ =
a—c—|c| <a;—c—|c|, ce qui est I'inégalité souhaitée.
— Deuxiéme cas : ¢ < 0. On a alors choisi ¢ de sorte que 'on ait, pour tout i € {1,2}, ¢ < a =
a—c—lc] <a; —c—|c|, ce qui est I'inégalité souhaitée.
e Pour tout ¢ € {1,2}, on a, d’apres le choix de § fait ci-dessus,

8  16¢ 8  16e [
aiﬁ:6—2+c—4(ai—c)2g+? Z—Hc[ .

L’inégalité (4) implique a; — ¢ > 0,ce qui fournit la stricte positivité des réels «; et aussi la minoration

8e
(XZ‘,B > g

Enfin, le choix de e fait ci-dessus implique que le membre de droite de cette derniere inégalité est
supérieur ou égal é 2 :
a8 > 2.
Les inégalités (3) sont donc satisfaites.
Les choix suggérés par 1'énoncé suffisent donc a réaliser les inégalités (1), (2), (3) et (4).

3-5. Avec les coefficients de 3-4, la question 3-3 devient

/ & 2 B> 2
P <=3 @@ -emld et (28 -1- 5 )i

2:1 AZ>O ~~ 4
B;>0

Notons m = min(Ay, Ag, By, Ba), (attention au signe — devant la somme...) on a

2

F1() < —mY (2 + 7).

=1

Mais on peut aussi remarquer, grace a la question 3-2 (utilisable grace aux condition (3) de la question
précédente) que il existe C' tel que : (on applique deuz fois la question 3-2, on prend le max des deux

constantes fabriquées)
2
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3-6.

On a alors

car m et C sont strictement positifs.

On a alors (astuce trés classique) :

d

(U (1) = U () + K A1) < 0.

Donc la fonction ¢ — et f(t) est décroissante sur R* et donc :
U F(t) < F(0) & F(t) < F(0)e
D’apres 3-2, il existe C' > 0 tel que :
1
F(t) = 55 @i(t) + 25(8) + yi(t) + p3(1)-
2

> (@} + ), donc
i=1

Avec l'autre morceau de 'inégalité de 3-2, on a aussi f(t) <

| Q

F(0) < = (21(0) + 23(0) + »7(0) + 13(0)).

Ainsi le résultat de la question précédente nous donne :

22 (t) + a3 (t) + yi(t) + y3(t) < C%e KN (2}(0) + 23(0) + ¥3(0) + 43(0)).

Partie 4

4-1.

Attention, I’énoncé a recours ici a des dérivées de fonctions a valeurs complexes, qui ne figurent plus au
programme, et a la résolution d’équations différentielles linéaires homogénes du premier ordre o coefficients
complezes. .. Heureusement, le candidat peut appliquer sans probléme (et sans trop réfiéchir!) les résultats
qu’il connait sur les équations différentielles du premier ordre a coefficients réels. . .

Premier cas : on suppose la matrice M diagonale, a coefficients complexes. Notons A1, ..., A4 ses coefficients
diagonaux.

Pour tout k € [1,d], la fonction zp : Rt — C est solution de 1’équation différentielle 2, = Agzp sioet
seulement si il existe un nombre complexe Cj vérifiant :

Vt € [0,400], z(t) = Cre .
En évaluant en ¢t = 0, on obtient Cj, = z(0), d’ou :
Vi e [0, 400, zi(t) = z,(0)eM! = 2 (0) exp (Re( Mg )t) exp (iIm( A )t) .
On obtient ainsi facilement le module de zx(t), pour tout t > 0,
|2k ()] = [21(0)| exp (Re(Ar)?) -

Par hypothese, toutes les parties réelles des nombres A\ sont majorées par A. Par croissance de I’exponentielle
sur R, on obtient, pour tout ¢ > 0,

|26()] < |z(0)]e™ |

qui implique bien entendu l'inégalité demandée, en choisissant par exemple C' = 1.

Cas général : la matrice M n’est pas nécessairement diagonale mais, par hypothese, elle est diagonalisable
dans .#,(C). Par conséquent, il existe une matrice P € .#4(C) inversible et une matrice D € #4(C)
diagonale vérifiant M = PDP~.
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z1(t) Z(t)
Pour tout ¢ > 0, notons Z(t) = : € My1(R) et Z'(t) = : € My1(R). L’application Z (a

za(t) zq(t)
valeurs vectorielles) est solution du systeme différentiel :
Vt>0, Z'(t)=MZ(t)
si et seulement si elle vérifie le systeme suivant :
Vt>0, P 'Z'(t)=DP'Z({t)  (Sy)
z1(t)
Notons, pour tout t > 0, Z(t) = P~1Z(t) = : € My,1(C).
za(t)

Remarque : I'application Z est a valeurs réelles, mais ’application A peut prendre des valeurs complexes
non réelles.

Notons enfin, pour tout ¢ > 0,

Z'ty=| : | e.#s.(C)
240

Notons P~ = (Q; j)1<ij<a- On a, pour tout i € [1,d], z; = ZQZ'JZ]', donc
j=1

M\

7L

d’ou N
Z'(t) =P Z'(1t).
Le systeme différentiel (S;) ci-dessus équivaut donc au systéme suivant :

Vt>0, Z'(t)=DZ(t).

On utilise alors le résultat du cas particulier étudié au début de cette question 4-1; on est en mesure de
majorer les module des fonctions |2, pour tout k € [1,d] :

V20, [Z(t)] < |Z(0)e.

La relation Z = PZ implique, en notant P = (Pij)1<ij<ds
d
Vie[1,d], vt >0, z(t)=Y Pzt
j=1

L’inégalité triangulaire implique :

d
Vie [1,d], Vt >0, |z(t) Z’ 131125 (1)
j=1
En majorant les nombres |Z;(t)| comme ci-dessus, on obtient :
d
vie [Ld], vt >0, |z(t)] < |PlI50)eM.
j=1
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4-2.

4-3.

I suffit de poser K; = 1maxd\PZ il > 0 (en effet, la matrice P est inversible, donc n’est pas constamment
<27.]\

nulle) pour obtenir I'inégalité :
Vie [1,d], vt >0, |z(t) Z 1Z;(0)] | e

On utilise ensuite la relation Z = P~1Z pour exprimer chacun des nombres complexes z;(0) comme combi-
naison linéaire des nombres z;(0). Pour cela, notons P~ = (Q; j)1<ij<a- On a, pour tout i € [1,d],

Il résulte de I'inégalité triangulaire :
d
Z(0)] <Y 1Qiyllz(0
7=1

Notons Ky = 1£na><<d |Qi ;| > 0. On obtient, pour tout i € [1,d],

|2 (0 K2Z |2;(0

En rassemblant les dernieres inégalités obtenues, on obtient :

d
Vie[1,d], vt =0, |z(t) < dE1Ka [ [2(0)] | .
j=1

11 suffit de poser C = dK1 K2 >0 ‘ pour obtenir I'inégalité souhaitée :

Vie[Ld, V>0, |u(t) Z 2O | €
0 0 1 0
0 0 0 1
11 suffit de prendre M = c—a ¢ -2 0
—C C — a2 O —2

N:<c—a1 —c )
—c Cc—ay

. N est symétrique a coefficients réels donc N est diagonalisable.

det(N — M) = A2 — (2¢ — a1 — a2)A + ajas — c(aj + az).

On cherche les racines de ce polynéme en A. Le discriminant de ce trinome est :

A =4+ (a; —az)* >0

Donc n_ = 2c — (a1 + az) \/402 (a1 — az)? et ny = 2c — (a1 +az) + ;/402 + (a1 — a2)2.

. On pourra remarquer encore un sujet qui confond K™ et les matrices colonnes....

51
U2
U1
V2

On note u = (uy,ug) et v = (v1,v2) et enfin X =
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U1 = muy V1 = muy
Vg = MUy V2 = ug
MX =mX
ma < (¢ —ay)uy — cug — 2v1 = muy < (c — a1)uy — cug = m(m + 2)uy
—cuy + (¢ — ag)ug — 2v9 = Mmuy —cuy + (¢ — ag)ug = m(m + 2)us

On remarque alors que les deux derniere lignes du systéme sont équivalentes a N <Zl> =m(m + 2) (Zl>
2 2

On a donc bien le résultat demandé en remarquant que u est forcément non nul car v = mu donc si u est
nul alors v et nul et (u,v) est nul et donc ne peut pas étre un vecteur propre!

4-6. Considérons les polynomes P. = X? +2X —n_ et P, = X2 +2X —n,.
D’aprés 4-5, le spectre de la matrice M est égal & la réunion de I'ensemble P~1({0}) des racines du polynéme
P_ et de I'ensemble P '({0}) des racines du polynome P;.
Observons que —1 est racine du polynome P_ (respectivement P, ) si, et seulement si, on a n_ = —1
(respectivement nj = —1).

e Supposons —1 ¢ P~'({0}) U P;l({O}), c’est-a-dire n_ # —1 et ny # —1. Chacun des polynomes P_
et P admet alors deux racines (complexes) distinctes.

— Supposons que P=1({0}) et P;'({0}) soient disjoints. La matrice M admet alors 4 valeurs propres
distinctes ; comme c’est une matrice d’ordre 4, elle est diagonalisable dans .#,(C).

— Supposons que P='({0}) et Py'({0}) ne soient pas disjoints. Soit z une racine commune aux
polynémes P_ et Py. Onan_ —ny = Py(z) — P_(2) =0—-0 =0, dou n_ = ny, c'est-a-dire
P_ = Py Ceci implique, compte tenu du résultat de la question 4-4, ¢ = 0 et a; = a2. La matrice
N est alors égale a la matrice —a;lz, donc tout vecteur non nul de .#5 1(C) est vecteur propre de
la matrice N.

Notons mj et mg les deux racines distinctes (on rappelle que cela découle du fait que —1 n’est

pas racine de P_) du polynéme P_ = P,. D’apres le résultat de la question 4-5, chacun des 4
1 1 0 0
0 0 1 1

vecteurs W; = , Wa = , Ws = , Wy = est vecteur propre de la
mi ma my ma
0 0 0 0

matrice M. On constate immédiatement que les vecteurs Wi et W3 ne sont pas colinéaires ; par
conséquent, on est en mesure de minorer la dimension de chacun des espaces propres de la matrice
M :dim E,,, (M) > rg(W1,W3) =2 et dim E,,, (M) > rg(Wa, W4) = 2. On en déduit :

dim By, (M) + dim Ep, (M) > 4 = dim .41 (C).

Ceci implique que la matrice M est diagonalisable dans .#,(C).

e Supposons —1 € P~({0}) U P_*({0}). Ainsi, 'un au moins des polynémes P_ et P} admet une racine
double. Supposons, par exemple, que le polynéome P_ admette une seule racine; autrement dit, on
suppose n_ = —1 (on traiterait Pautre cas de fagon analogue).

— Supposons que les deux valeurs propres n_ = —1 et ny de la matrice N soient distinctes. L’espace
vectoriel .#5 1 (C) admet donc exactement deux droites vectorielles de vecteurs propres de IV, notées
Vect(u—_) et Vect(uy), ot u— € #51(C) (respectivement u) est un vecteur propre de le matrice
N associé a la valeur propre n_ = —1 (respectivement n4 ).

Notons m; et my les deux racines (éventuellement confondues) du polynéme P, . D’apres le résultat

. . o U_
de la question 4-5, les vecteurs propres de la matrice M sont tous colinéaires aux vecteurs ( >,
—u_

), T ). Ainsi, la somme des dimensions des espaces propres de la matrice M est
miu4+ moau4

inférieure ou égale a 3, donc strictement inférieure & 4 = dim .#, ;(C). Ceci prouve que la matrice
M n’est pas diagonalisable.
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4-7.

— Supposons que les valeurs propres n_ = —1 et ny de la matrice N soient égales, autrement dit
supposons que l'on ait n_ = ny = —1. Ainsi, on a ¢ = 0 et a; = ag. Le spectre de la ma-
trice M est égal & P=1({0}) U P_*({0}) = {-1}. Toute matrice colonne de .#1(C) non nulle
est vecteur propre de N. D’aprés le résultat de la question 4-5, les vecteurs propres de la ma-

. . u N .
trice M sont exactement les matrices colonnes < ), oll u est une matrice colonne non nulle
—u

de #51(C). Ainsi, tout vecteur propre de la matrice M est inclus dans le sous-espace vectoriel

F = € M1(C)/z+y+2z+t=0) de #41(C). L’espace vectoriel engendré par les vec-

ISEENS

t
teurs propres de la matrice M est donc inclus dans le sous-espace F', qui est strictement inclus dans
A4,1(C). Ainsi, l'espace vectoriel .#4 1(C) n’admet pas de famille génératrice formée de vecteurs
propres de la matrice M, donc la matrice M n’est pas diagonalisable.

On vient d’établir ’équivalence souhaitée : la matrice M est diagonalisable dans .#4(C) si, et seulement si,
les valeurs propres n_ et ny sont toutes deux différentes de —1.

On suppose ici les valeurs propres n_ et ny différentes de —1. D’apres 4-6, la matrice M est diagonalisable
dans .#,(C). Soit A le maximum des parties réelles des valeurs propres de la matrice M. D’apres le résultat
de la question 4-1, il existe un réel C' > 0 tel que, pour tout ¢ > 0, on ait :

1 (O] + g1 (8)] + [z2(8)] + y2()] < 4C(|21(0)] + [y2 (0)] + a2 (0)] + [y2(0) ).
Utilisons de nouveau trois fois successivement 'inégalité de gauche de la question 2-2, pour tout ¢ > 0,
21(1)? +y1(6)* + 2(1)” + y2(1)* < (Jz1 ()] + [92()] + [22(8)] + ya2(6)])?

(remarquons qu’il n’est pas indispensable d’invoquer ici 2-2 puisque cette inégalité est évidente en développant
le carré du membre de droite. .. ). On a donc, pour tout t > 0,

21(6)? +y1(1)* + 22(t)* + y2(t)? < 16C>(|21(0)] + [y1(0)] + [22(0)] + [y2(0)])*e*.
Utilisons de nouveau trois fois successivement 'inégalité de droite de la question 2-2, pour tout ¢ > 0,
21(8)? + y1(6) + 22(1)” + ya(t)? < 16C%4(21(0)* + y1(0)* + 22(0)* + 12(0)%)e*.
11 suffit de poser C’ = 64C? > 0 pour obtenir I'inégalité souhaitée :
Ve 20, a1(t) +y1(t)* + 22(t) + y2(t)? < C'(21(0)% + 51(0)® + 22(0)* + y2(0)%)e* .

On peut préciser la valeur du réel A. Calculons pour cela les valeurs propres de la matrice M, c’est-é-
dire les racines des polynomes P_ et Py. Ces polynomes admettent respectivement pour discriminants
A_=41+n_)et Ay =4(1+ny).

e Supposons ny < —1. On a alors Ay <0 et A_ < 0. Les valeurs propres de la matrice M sont donc les

nombres complexes —1 £1i,/—1—n_ et —1+iy/—1 —n4.

Le maximum des parties réelles des valeurs propres de la matrice M est donc A = —1.

e Supposons n4y > —1 (rappelons que, dans toute cette question 4-7, chacun des nombres ny et n_ est
différent de —1). On a alors A} > 0. Les valeurs propres de la matrice M sont alors les nombres réels
—1+/T+ ny et, si A_ est strictement positif, les réels —1++/T +n_, et si A_ est strictement négatif,
les nombres complexes —1 + iy/—1 — n_. Dans tous les cas,

Le maximum des parties réelles des valeurs propres de M est donc A = —1 + /1 + n,.

Remarque. On peut calculer n_ et ny pour les valeurs choisies par ’énoncé é la partie 2 : a3 = as = 2,
¢ = —3/2. On obtient n_ = —5 et ny = —2, puis A = —1. On déduit de 4-7 l'existence d’un réel C' > 0 tel
que, pour toute solution (x1,y1,x2,y2) de (%), on a :

vt >0, @1(t)? +y1(t)” +z2(t)” + y2(t)* < C(x1(0)” + 91(0)* + 22(0)* + 2(0)?)e ™.

On retrouve bien une inégalité du type de celle obtenue é la question 2-6.
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Partie 5
On peut remarquer que

e Le résultat de la partie 1 est extrémement particulier : on n’a étudié que les solutions constantes.

e Le résultat de la partie 2 ne concerne qu’un seul triplet (a1,asg,c). Dans ce cas, 1a encore tres particulier,
on a pu établir, dans les questions 2-6 et 2-7, que la norme euclidienne du vecteur (x1(t),y1(t), z2(t), y2(t))
tend vers 0 quand ¢ tend vers +o0o < au méme rythme > que I’exponentielle décroissante ¢ — e~ ; plus
précisément, la derniere inégalité obtenue a la partie 2 montre que I'on ne peut pas espérer une décroissante
plus rapide que de l'ordre de t — e~! pour la fonction t — ||(z1(t),y1(¢), x2(t), y2(t))||-

e Le résultat de la partie 3 est valable dans un cadre beaucoup plus général, mais il nécessite tout de méme
de supposer a; > 0, az > 0 et ¢ compris strictement entre —2,/a et 2v/4 + a — a. Sous ces hypotheses, on
est parvenu a démontrer que la norme euclidienne du vecteur (x1(t), y1(t), z2(t),y2(t)) tend vers 0 quand ¢
tend vers +00 < au moins aussi vite > qu’une exponentielle décroissante. On n’a pas établi d’encadrement ;
c’est donc un résultat moins précis que celui de la partie 2, mais établi sous des hypotheses beaucoup plus
générales.

e Le résultat de la partie 4 est obtenu pour des coefficients a1, as et ¢ quelconques, avec pour seule restriction
le fait que les valeurs propres de la matrice N soient toutes deux différentes de —1. C’est donc un résultat
beaucoup plus général que les précédents. En revanche, I'inégalité obtenue peut étre, dans certains cas,
beaucoup moins précise : en effet, si le réel A est strictement positif, on a seulement établi que la norme
euclidienne du vecteur (z1(t),y1(t), x2(t),y2(t)) tend vers +o0o < au pire aussi vite > qu’une exponentielle
croissante. . .

En conclusion, chacun de ces résultats propose un point de vue intéressant.
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